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XIII. Theorie der eUipüsolien Funktionen. Von Dr. Martin 
Krause, Professor an der Techn. Hochschnle zu Dresden. 
Unter Mitwirkung von Dr. Emil Kaetsch, Professor an 
der Techn. Hochschnle zu Dresden. 8. 1912. Geh. Ji 3.60, 
geb. Jt 4.— 

Das Werk enth&lt eine kurs gefkfite Theorie daxienlgen Teile der 
eUiptifoheii TrMxuendenteii, die fOr die Anwendvngen ron betonderer 
Bedeatnng lind. 

XIV. Konforme Ahhildiuig. Von Dr.L.Lewent, weil. Oberlehrer 

in Berlin. Herausgegeben von Dr. Eugen Jahnke, ord. 

Prof. an der Kgl. Ber^akad. Berlin. Mit einem Beitrag von 

Privatdozent Dr. W.B lasch ke in Greifswald. 8. 1912. Geh. 

JC 2.80, geb. Ji 8.20. 

Die Sohxift soll die Kluft flberbrflokea helfen, die nooh immer 
»wischen der reinen und angewandten Methematik g&lml Ton Herrn 
BlMohke stammt die DarsteUong der konformen Abbildung durch elliptische 
Funktionen. 

XV. Uathematische Instmmente. Von Dr. A. Galle, Professor 
am Kgl. Geodätisch. Institut in Potsdam. 8. 1912. Geh. 
JC 4.40, geb. JC 4.80. 

Aufter in den enzyklopädischen Darstellungen fehlte bei uns in 
Deutschland nooh immer eine xusammenfassende Darstellung der nament- 
lich in neuerer Zeit in großer Zahl konstruierten mathematischen In- 
strumente. Die vorliegende Bearbeitung ist bestimmt, diese Lficke in 
unserer Literatur aussufttUen. 

XVI. Dispersion und Absorption des Lichtes in ruhenden isotropen 
Körpern. Theorie und ihre Folgerungen. VonDr.D.A. Gold- 
hammer, Professor an der Universität Kasan. 8. 1912. 
Geh. JC 3.60, geb. JC 4.— 

Das Buch hat den Zweck, den Lesern, besonders auch den Studieren- 
den, eine niOglichst einfache tind klare Darlegung des modernen Standes 
der Theorie dSr Dispersion und Absorption des liichtes in den isotropen 
ruhenden Körpern zu geben. Die Besiütate der Theorie sind an mehreren 
Zahlenbeispielen in Form der Tabellen und Kurven erlftutert, die teUs 
schematisch, teils aus den. neuesten Arbeiten über die Dispersion und 
Absorption des Lichtes entnommen sind. 

XVn. Teohnische Hydromechanik. 2 Teile. Von Dr. B. y. Mises, 
Professor an der Universität Straßburg i. Eis. 8. 1913. 

Das vorliegende Buch will vor allem die Kenntnisse Termitieln, deren der 
Ingenieur bei Ausführung selbständiger Arbeiten bedarf. Es ist daher neben 
dem Streben nach begrifflicher Klarheit das Hauptaugenmerk auf 
Bereitstellung eines zuverlässigen Zahlenmaterials gerichtet gewesen. 
Es werden behandelt : Qrundlagen d. Hydromechanik- Die gleichförmige 
Strömung in Bohrleitungen, die Stautheorie sowie Einselfragen unter ibi- 
Wendung von neuen noch wenig bekannten Experimetaluntersuchungen. 



In Vorbereitung befinden 

Die Randwertaufgaben in der theo- 
retischen rhysik. Von P. Debye. 

Potentialtheorie. Von B. Gans. 

Sehwingnngsprobl. V. E. Gr ü n e i s e n. 

Festigkeitsproblemeder modernen Ma- 
sehuientechnik. Von TIlt. K a r m a n . 

ThermoelektrizitSt. Von F. Krüger. 

Einffihning in die Elastixitfttstlieorie. 
(2 Teile.) Von B. Marcolongo. 



sich folgende Bände: 

Die Streuung des Transformators. 
Von W. Bogowski 

Die partiellen DifferentUIgleichnngen. 
Von B. Bothe. 

Die Theorie der Ionisation der Oase. 
(2 TeÜe.) Von G. Bflmelin. 

AasgewShlte Spannnngsproblerae 
dea Bauingenieurs. Von A. 
Timpe. 



Die Sammlung wird fortgesetst 
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Ealähne: Akustik 



DEÜCKFEHLER-BEEICHTIGÜNG. 

In Band I muß es heißen: 
Auf Seite 22, Z. 12 y. o. cg^g^ statt cc^g^. 

51, Z. 1 V. 0. — •. — statt — - — • 

4 o 

54, Z. 2 V. 0. (32) statt (38). 

57, in den Eolnmnenköpfen der Tabelle muß es heißen (37 a) 
statt (38 a^. 

68, Z. 12 V. 0. (87) statt (39). 

74, Z. 4. V. 0. und in Qleichung (10) ist zu setzen B statt ^. 

89, Z. 10 V. 0. „. . . so steigt J von ^ . . .*' statt „. . . so 

steigt J von Null . . .". 

„ 107, Z. 11 V. 0. in Gleichung (9) i^i bezw. t\)^ usw. statt ^^ 
bezw. ?P", usw. 

„ 108, Z. 1. V. u hinter den Worten Koppelungskoeffizient ist 
einzuschalten: „oder Eoppelungsparameter^S 

„ 119, hinter Gleichung (36) ist einzuschalten: „Die Dämpfung 
beider Schwingungen ist dieselbe, nämlich gleich der- 
jenigen der ungekoppelten Schwingungen d". 

In Band II muß es beißen: 
Auf Seite 90, in Gleichung (28), (29) und in Fußnote 2) — -gj statt ^. 
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91, Z. 2 V. u. — ^~ statt ^ . 

91, in Gleichung (30) —|| statt |^ • 

91, in Gleichung (31) ist als untere Integrationsgrenze p^ 
statt p zu setzen und einzufügen : „jJq ist ein beliebiger 
als Normalwert gewählter Druck". 

96, in Gleichung (41) und (42) ist — U^ statt u,. und — w,. 
statt Uj. zu setzen, oder es sind die Vorzeichen der rech- 
ten Seiten umzukehren. 



Ealähne: Akustik 



Auf Seite 202, Z. 20 v. o. das Wort „stehende^* ist zu streichen. 

,, „ 204, Z. 1 V. 0. „. . . stationäre Wellen von einer noch unbe- 
kannten Zwischenform^^ statt „ . . . stehende Wellen*^ 

„ „ 206, Z. S V. 0. W ^ W* cos 2 7tNt + ^** sin 2nNt statt 

,, „ 213, Z. 1 und 13 v. o. das Wort „stehende*^ ist zu streichen. 

„ „ 218, Z. 4 V. 0. „einfache stehende Sinusform'' statt „einfache 
Sinusform", 

„ „ 217, Z. 10 V. 0. hinter „Minima" ist einzuschalten: „d.h. die 
Werte Null". 

217, Z. 14 und lö v. o. „. . . dagegen einen besonders kleinen 
Wert . . ." statt „ . . . ein Minimum nimmt einen beson- 
ders kleinen Wert an . . .". 

217, Z. 21 V. 0. hinter „Maxima und Minima" ist „(Extrem- 
werte)" einzuschalten. 
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YOBWOBT ZUM ZWEITEN TEIL. 

Der vorliegende zweite Teil der mathematisch -physikalischen 
Akustik enthält die Theorie der Schwingungen elastischer Körper, 
die ja den eigentlichen Gegenstand der Akustik hilden. Wegen 
der notwendigen Beschiunkung des ümfanges konnte natürlich nur 
ein Ausschnitt^^axts der Theorie gegeben werden. Daher mußten 
manche interessanten Teile ganz bei Seite gelassen, andere konnten 
nur gestreift werden. Ich habe es aber nach Möglichkeit vermieden, 
Gebiete zu betreten, die nicht genauer behandelt werden konnten. 
Denn eine nur oberflächliche Besprechung wie in populären Dar- 
stellungen oder eine ganz kurze, nur dem Fachmann verständ- 
liche Mitteilung der Bechnungsergebnisse, wie sie in Handbüchern 
und Enzyklopädien erforderlich und üblich ist, hätte dem Zweck 
dieses Buches nicht entsprochen, das ja dem mathematisch und 
physikalisch etwas geschulten Nichtfachmann eine zugleich leicht- 
verständliche und doch gründliche Einfuhrung in die wichtigsten 
Teile der theoretischen Akustik bieten soll. Um diesem Zweck zu 
genügen, habe ich die Darstellung der wirklich behandelten Ge- 
biete so ausführlich gehalten, daß sie ein vollständiges Bild der 
Behandlung dieser und ähnlicher Probleme und eine Anleitung 
und Grundlage zum selbständigen Studium akustischer Probleme 
in größeren Werken und Originalabhandlungen zu bieten vermag. 
Aus diesem Grunde ist auch der einleitende Abschnitt aus der 
Elastizitätstheorie hinzugenommen worden, weil gerade die Be- 
handlung schwierigerer akustischer Probleme dieser Grundlage be- 
darf, in größeren Werken wie Lord Rayleighs „Theory of 
Sound" u. a. aber ihre Kenntnis ohne weiteres vorausgesetzt wird 
und das Fehlen jeder Unterstützung nach dieser Richtung hin 
häufig stört. 

Von den Gebieten, die ursprünglich ebenfalls behandelt werden 
sollten, konnte der ganze Abschnitt über Kombinationstöne ^ Va- 
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IV Vorwort zum zweiten Teil 



riationstöne usw. wegfallen, da in dem inzwischen erschienenen 
Buche von E. Waetzmann „Die Besonanztheorie des Hörens^^ 
dies Gebiet eine ziemlich ausführliche, dem heutigen Stand der 
Forschung entsprechende Darstellung erfahren hat. Leider aber 
mußten wegen Baummangels auch andere Teile weggelassen wer- 
den, z. B. die Theorie der Schwingungen von Stäben mit veränder- 
lichem Querschnitt, die Theorie der Besonatoren sowohl nach. 
Helmholtz als auch nach Eirchhoff und Lord Bayleigh und 
manches andere. Da das Buch aber kein Lehrbuch oder umfassen- 
des Handbuch sein soll, so hoffe ich, daß es trotz dieser Lücken 
seinen Zweck erfüllen und eine gute Aufiiahme finden wird. 

Der Verlagsbuchhandlung gebührt für die schnelle Druck- 
legung des umfangreicher als geplant ausgefallenen Werkes und 
seine reiche Ausstattung mit Figuren der Dank des Verfassers. 

Oliva bei Danzig, A. KA LAHNE. 

Juli 1913. 
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I. Abschnitt« 

Gnmdlagen ans der £lastizitätstheorie. 

1. Kapitel. 

Kinematik der elastischen KSrper. 

1. Allgemeine und lineare (homogene) Deformation. Die 

Schwingiuigen, welche man als Schall wahrnimmt, verdanken ihren 
Ursprung den elastischen Eigenschaften der Körper; ihre Form und 
ihre Ausbreitung als Wellen wird durch sie bedingt. Zum Ver- 
ständnis ihrer Theorie ist die Kenntnis der Grundlagen der Ela- 
stizitätslehre und Hydrodynamik erforderlich. Diese Kenntnis wird 
vorausgesetzt. Die wichtigsten Beziehungen und Formeln derselben 
sind in diesem einleitenden Abschnitt zusammengestellt, zum Teil 
ohne Beweis. 

Es wird angenommen, daß die Materie den Baum stetig (kon- 
tinuierlich) erfüllt. Irgendeine Lageänderung der Massenteilchen 
(Punkte) des betrachteten Körpers heißt Deformation im wei- 
testen Sinne. Dazu gehören als spezielle Fälle auch reine Lage- 
änderungen, die der Körper als Ganzes, als starrer Körper, erfährt, 
also Translation (Verschiebung) und Botation (Drehung) 
ohne Formäuderung. Die allgemeinste Deformation setzt sich aus 
diesen beiden und aus Volumen- und Formänderungen zu- 
sammen, bei denen sich die relativen Lagen und Entfernungen 
der Massenpunkte gegeneinander ändern. Für die akustischen 
Schwingungen kommen im wesentlichen nur die Form- und Vo- 
lumenänderungen in Betracht, die man unter dem Namen 
Formänderung zusammenfassen kann. 

Ein Massenpunkt m des Körpers, den man sich etwa als Schwer- 
punkt oder Mittelpunkt eines Baumelementes des Körpers zu denken 
hat, habe, auf ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem 
Xf pj z bezogen, vor der Deformation die Koordinaten Xj y^ z, nach 
der Deformation die Koordinaten x\ y\ z. Diese letzteren sind 
offenbar Funktionen der Koordinaten Xy y, z desselben Massen- 
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punktes vor der Deformation, also Funktionen von x, y^ z^ sodaß 
man etwa setzen kann 

(1) x^q>(x,y,z)] y'^%{x,y,z)', z^'^{x,y,t). 

Die Funktionen 9, %^ ip hängen natürlicli bei BewegungSYorgängen 
auch noch von der Zeit ab; sie können im übrigen ganz beliebige 
Form haben, wenn sie nur stetig sind. Eine ganz spezielle, theo- 
retisch wichtige Deformation erhält man, wenn 9), ;(, tp lineare 
Funktionen yon x^ «/, z sind, nämlich die lineare oder homo- 
gene Deformation 

X =- tty^x + a^y + a^z -= (1 + e^x + o,«/ + a^z 

(5) ly^-^x + l^y-^ \z -- \x + (1 + «y)y + \e 

oder anders geschrieben 

(3) I Uy^h^x + (62 — 1)«/ + 2^3^ =« Z>ia;+ «y if + &s«^ 

wenn man die Verschiebungen (Verrückungen) der Teilchen 
einführt 

(4) u^=;^—x^ Uy^y—y, u^^z-z 
und 

(5) a^— l = e^, &2-l = 6y, C3-I=e, 

setzt. Jenachdem x, ^, je; absolute (auf ein festes Koordinatensystem 
bezogene) oder relative (auf ein bewegliches System bezogene) Ko- 
ordinaten sind, sind auch die u^^u ^ u^ absolute oder relative Ver- 
schiebungen. 

2. Die unendlich kleine Deformation näherungsweise 
eine lineare Deformation, Auf diese lineare Deformation re- 
duziert sich die allgemeine Deformation (1) in erster Näherung 
immer, wenn man nur die nächste Umgebung des Koordinaten- 
anfangspunktes betrachtet^). Man kann dann nämlich die Funk- 

1) bzw. die nächste Umgebung irgendeines beliebig gewählten 
Punktes des Körpers, da man jeden Punkt zum Koordinatenanfangs- 
punkt machen kann; x^ y^ z sind immer die relativen Koordinaten 
des variablen Punktes, bezogen auf diesen Bezugspunkt. 
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tionen ipj %, tf; nach dem Mac Laurinschen bzw. dem Taylorschen 
Satze in Potenzreihen entwickeln, die nach Potenzen yon x, y^ » 
fortschreiten. Vernachlässigt man die quadratischen und höheren 
Glieder der Beihenentwicklong, so erhält man 
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indem man die Differentialquotienten ^ usw. durch die mit ihnen 
gleichbedeutenden -^ usw. ersetzt. 

X 

Durch Vergleichung von (6) bzw. (7) mit (2) bzw. (3) ergibt 
sich die Bedeutung dieser Differentialquotienten der Verschiebungen. 
Sie sind die Dehnungs- und Scherungskoeffizienten 
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Die näherungs weise Zuräckführung jeder beliebigen Deformation 
auf die lineare ist nur bei Beschränkung auf unendlich kleine Ge- 
biete in der Umgebung des Bezugspunktes möglich, wobei natür- 
lich auch die Verschiebungen t«^, te^, u^ selbst unendlich klein 
bleiben. Diese Beschränkung ist aber für die Elastizitätstheorie 
kein wesentliches Hindernis, denn erfahrungsgemäß wirken die ela- 
stischen Kräfte als Molekularkräfte nur in verschwindend kleinen 
Entfernungen und hängen ihrerseits auch nur von dem Defor- 
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matioiiszustaiid der unmittelbaren Umgebung ab. Dieser kann 
aber nach dem Gesagten immer als ein linearer angesehen werden, 
woraus sich die Wichtigkeit der linearen Deformation für die Theorie 
ergibt. Der Deformationszustand der femer gelegenen Teile kommt 
dabei nicht in Betracht; er kann beliebig sein und ist es bei Be- 
wegungsproblemen, insbesondere bei Schwingungen stets. 

8. Zerlegung der linearen Deformation in Dehnungen 
und Sohenmgen. Die lineare Deformation (3) bzw. (7) besteht 
aus neun Einzelgliedern, den drei linearen Dehnungen u^^e^^Xy 
Wy= e y^ u^^e^is und den sechs durch die übrigen Glieder dar- 
gestellten Scherungen. Diese neun Teildeformationen können na- 
türlich auch einzeln oder in beliebigen Verbindungen Torkommen. 

Bei einer linearen Dehnung, z. B. 
w^=»=e^a5, werden alle zu der betreffenden 
Koordinatenachse senkrechten Ebenen des 
Körpers parallel mit sich selbst verschoben 
und dabei voneinander entfernt (positive Deh- 
nung) oder einandet genähert (negative Deh- 
nung, Kontraktion). In Fig. 1 ist diese Ver- 
schiebung für die Ebenen x^^x^ und x^^x^ 
dargestellt. 

Bei einer der sechs einfachen Sche- 
rungen, die durch eins der übrigen sechs 
Glieder von (3) dargestellt werden, werden 
die zu einer Koordinatenachse senkrechten 
Ebenen auch parallel mit sich selbst ver- 
schoben, aber nicht in Bichtung jener Achse, sondern senkrecht 
dazu; d. h. sie verschieben sich in ihrer eigenen Ebene, benach- 
barte Ebenen gleiten aneinander entlang. Z. B. stellt Ug^'^a^y 
eine Scherung dar, bei der alle zur ^- Achse senkrechten Ebenen 
sich in sich selbst um gewisse Strecken in der a>-Bichtung ver- 
schieben, die proportional dem Abstand von der a;;e;- Ebene wachsen. 
In Fig. 2 ist diese Scherung dargestellt. Die vorher auf der «/-Achse 
gelegenen Punkte ^^ , ^s • • • liegen nachher auf der Geraden x^y 
iCj'. . ., die mit der «/-Achse einen Winkel ^, den Scherungs- 
winkel, einschließt. Dieser gibt den Betrag der Scherung an; 
seine trigonometrische Tangente ist gleich dem betreffenden Sche- 

rungskoeffizienten, hier also z.B. tg^ — ag««-^. Bei unendlich 

kleiner Scherung gilt 8^=^a^ usw. Außer dieser einfachen Sehe- 



Xi X\ 



Fig. 1. 

Lineare Dehnang. Ver- 
Bohiebnng der Ebenen 
x^x^ und x^X2, um die 
Strecken Ux =ez^i ^^^^ 
Ug; = e^x^ in der x- 
Bichtung. 
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rung kann man die aus zwei speziellen ein- 
fachen Scherungen zusammengesetzte Doppel- 
scherung betrachten, die physikalisch in man- 
cher Hinsicht einfacher ist. ^* 

4. Die räumliche Dehnnng (Dilatation), y^ -H^/ 
Die drei linearen Dehnungen u, « e^a?, u «= e y, q 



u 



u^^^e^z in Richtung der Koordinatenachsen ohne pig. j. ^ * 

ScherunfifSfflieder geben zusammen eine räum- Lineare einf»ohe Sohe- 

,., ^° °, TV1J.X- TN- rung. VeMohiebung der 

liehe Dehnung oder Dilatation. Diese Ebenen y = yj, ^ = ^2 
zeichnet sich dadurch aus, daß alle auf drei '^I'a^;;^^u%lT^w. 
gewissen Achsen, den Hauptdehnungsach- ^ *«' »-Riohtun^ 
sen oder Dilatationsachsen gelegenen Teil- 
chen keine Scherungen sondern nur Dehnungen (Verschiebungen in 
den Achsenrichtungen) erleiden. Im Torliegenden Fall sind die drei 
Koordinatenachsen diese Hauptdehnungsachsen und die Haupt - 
dehnungen haben die Beträge e^, e^, e^. 

Ein Würfel mit der Kantenlänge 1, dessen Kanten den Haupt- 
dehnungsachsen parallel sind, wird dabei in ein rechtwinkliges 
Parallelepiped mit den Kanten 1 + e^, 1 + ^«, ^ + ^* umgeformt. 
Die räumliche Dilatation, d. h. die Yolumenzunahme der 
Volumeneinheit, oder, anders ausgedrückt, die Volumenzunahme 
dividiert durch das ursprüngliche Volumen ist also^) 

(9) D = (i + eJ(i + e^)(l + e.)-l. 

Für unendlich kleine Dehnungen e^, e , e^ geht dies über in 

(9a) -D = e,+ e^ + e., 

indem die beim Ausmultiplizieren der Klammem auftretenden 
Produkte der 6^, Cy, e, als unendlich Weine Größen höherer Ord- 
nung wegfallen. 

Durch Einführung der Differentialquotienten der Verschiebun- 
gen für e^, ty, e^ aus (8) in (9 a) erhält man die bekannte 
Formel 

indem man den Verschiebungsyektor, dessen Komponenten in den x, 

1) Die Gleichungen (9), (9 a), (9 b) gelten allgemein auch dann, 
wenn e^, e^, e^ nicht die Hauptdehnungen sind. Denn Scherungen 
und Drehungen, die durch die übrigen Koeffizienten dargestellt 
werden, erfolgen ohne Volumenänderung. 
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y, jer-Bichtungen u^, Uy, u^ sind, mit u bezeichnet und die bekannte 
Rechenoperation „Divergenz" der Vektorrechnung benutzt.*) 

5. Zerlegung der nnendlioh kleinen Deformation in 
Translation, Botation und räumliche Dehnung. Super- 
poBition. Man kann die lineare Deformation (3) bezw. (7) statt 
in 3 Dehnungen und 6 einfache Scherungen auch anders zer- 
legen, nämlich in eine Rotation (Drehung des starr gedachten 
Körpers um einen seiner Punkte) imd eine räumliche Dehnung 
(Dilatation) des Körpers nach drei aufeinander senkrechten Achsen. 
Die außerdem bei der allgemeinen Deformation noch hinzukommende 
Translation ist bei der Form (3) und (7) der Deformation schon 
weggefallen. Die Lage der Drehungs-^ und der Dehnungsachsen, 
sowie die Beträge der Drehungen und Dehnungen lassen sich aus 
den Koeffizienten von (3) bezw. (7) berechnen. Für endliche De- 
formationen werden aber die Ausdrücke recht umständlich, sie ver- 
einfachen sich jedoch bei unendlich kleinen Deformationen. Die 
folgenden Gleichungen gelten im allgemeinen nur für 
unendlich kleine Deformationen. 

Die allgemeine lineare Deformation (3) bezw. (7) — ohne Trans- 
lation — geht in eine bloße Rotation über, wenn zwischen den 
Koeffizienten a^ , a^ . . . gewisse Beziehungen bestehen, nämlich 
wenn sie sich in der Form darstellen läßt 



(10) 



w/) = a;^— a:= -&,y+&yZ 



Der Index r bedeutet, daß die Verschiebungen Rotationen sind. 
®^j y @^ sind die unendlich kleinen Drehungswinkel um die 
drei Achsen x, y, z^ aus denen sich die Gesamtdrehung 

zusammensetzt. Die Richtung der resultierenden Drehungsachse 
wird durch die drei Richtungskosinusse "^j "o^j "^ bestimmt. 

Die Drehung ® setzt sich nach denselben Gesetzen wie Geschwin- 
digkeit, Kraft und andere Vektoren aus den Komponenten zu- 
sammen, sie ist selbst ein Vektor und zwar ein Wirbelvektor. 
. Die Gleichungen (3) bezw. (7) bedeuten eine bloße räum- 

1) Vgl. v. Ignatowsky, Vektoranalysis; diese Sammlung Bd. VI,1. 
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liehe Dehnung, wenn sie die Form annehmen: 

I tt/> = a;/ — a: « e^x + s^y + s^z 

(11) tty('') ^y^^y^s^x^r e^y + s^e 

I w^W == ^^' — ^ = 5^a: i-s^y + e^e. 

Sie lassen sich nämlich, wenn die hieraus leicht erkennbaren Be- 
ziehungen zwischen den Koeffizienten der einzelnen Scherungs- 
glieder bestehen, durch eine einfache Eoordinatentransformation, 
und zwar eine bloße Drehung des Achsenkreuzes x^ y, z in ge- 
wisse neue Richtungen |, rj, g, auf die einfache Form ohne 
Scherungsglieder zurückführen 

Den Beweis für die angegebene Umformung findet man in den 
Lehrbüchern der Elastizitätstheorie und ähnlichen Werken^). Die 
Gleichungen (11) und (12) gelten übrigens nicht nur für unendlich 
kleine, sondern auch für endliche Deformationen, während die Bota- 
tionsgleichungen(lO)nur für unendlich kleine Deformationen gelten. 

Lagert man eine unendlich kleine Drehung nach (10) und 
eine Dehnung nach (ll) bezw. {12) übereinander, d. h. unter- 
wirft man den Körper beiden Deformationen nacheinander, indem 
man ihn erst die Drehungen uj'^\ u ^''\ u^^ und dann von den 
so erreichten Koordinaten aus die Dehnungen u}^^ u^^\ u^^^ aus- 
führen läßt, so erhält man als resultierende Deformation die all- 
gemeine (unendlich kleine) lineare Deformation (3) bezw. (7). 
Die Reihenfolge Drehung-Dehnung kann dabei ohne Änderung des 
Resultates umgekehrt werden. Dieses einfache Superpositions- 
prinzip gilt aber nur bei unendlich kleinen Verrückungen. 

Durch Yergleichung der Koeffizienten der allgemeinen Form 
(3) bezw. (7) mit der durch diese Snperposition entstandenen 
Form der Deformationsgleichungen erhält man die Beziehungen 

ox ^ *' dy 2 8 * dz 9 y ^ y^ 



1) Vgl. z. B. auch H. Weber, Die partiellen Differentialgleichun- 
gen der math. Physik II § 60 ff. 

Kalähne: Akustik II. 2 
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Daraus ergeben sich umgekehrt die Drehungs-, Dehnungs- und 
Scherungskoefiizienten als Funktionen der Koeffizienten der all- 
gemeinen Form (3) bezw. (7) 

^' 2\dx dy) 2^^i ^ä;) ^x-^if ^» ^' 

In der Bezeichnungs weise der Vektorrechnung sind 2 0^^ 20 y 
2 0^ die Komponenten des als „Rotation des Vektors u'* bezeich- 
neten neuen Vektors 2 6>=«rotw, also 

(15) 0^ = — roi^u, 0y = - rotyW, 0, = yrot,w. 

Übrigens kommen die starren Rotationen für die Akustik nicht 
in Betracht. 

2. Kapitel. 

Dynamik der elastischen Korper. Kräfte, Bewegnngs- 
gleichnngen nnd Elastizitätskonstanten, 

6. Deformierende Kräfte und elastische Böaktionskräfte. 

Bei der linearen — sowohl der endlichen als auch der unendlich 
kleinen — Deformation wird nach Nr. 3 jede Ebene bezw. jedes 
ebene Flächenelement in dem Körper sowohl in Richtung ihrer 
Normalen, d. h. senkrecht zu sich selbst, als auch in ihrer eigenen 
Ebene d. h. parallel verschoben. Diese Verschiebungen werden 
von den deformierenden Kräften bewirkt, die senkrechte von der 
Normalkraft (Druck bezw. Zugkraft), die parallele von der 
Tangentialkraft oder Scherungskraft (Schubkraft). Die 
Normalkraft wirkt senkrecht zu dem Flächenelement doD, die Tan- 
gentialkraft in der Ebene von doD. Beide zusammen ergeben die 
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resultierende Kraft, die im allgemeinen schief gegen das Flächen- 
element gerichtet ist. Nur wenn keine scherenden Kräfte vor- 
handen sind, wie es bei idealen reibungslosen Flüssigkeiten und 
Gasen immer der Fall ist, reduziert sich die resultierende Kraft 
auf eine stets senkrecht wirkende Druckkraft. 

Der Ausdruck „Kraft, welche auf eine Fläche bezw. ein Flächen- 
element wirkt*^ bedeutet, daß diese Kraft auf ein mit Masse er- 
fülltes Baumteilchen (Yolumenelement) des Körpers , dessen Be- 
grenzung ganz oder zum Teil von jenem Flächenelement gebildet 
wird, durch Vermittlung dieses Flächen elementes von dem benach- 
barten Baumteilchen ausgeübt wird. Denkt man sich den Angriffs- 
punkt dieser Kraft aus dem Baumteilchen an seine Oberfläche, 
also an das Flächenelement verlegt, so erhält man die als Flächen- 
kraft bezeichnete Kraft, von der hier die Bede ist. 

Ein aus dem elastischen Körper beliebig herausgeschnittenes 
Baumgebiet unterliegt an jedem seiner Oberflächenelemente einer 
Einwirkung des angrenzenden Außengebietes, welche man durch 
die aus Normal- und Tangentialkraft resultierende Kraft S^dcD 
darstellt. Der Index n deutet die Normalenrichtung des Ober- 
flächenstückes dcD an, auf welches die Kraft wirkt, und zwar soll 
n im allgemeinen die nach dem Inneren des betrachteten Baum- 
gebietes weisende Normale sein. 

Die gleiche Kraft, welche die Umgebung auf das betrachtete 
Baumelement ausübt, übt dieses rückwärts in entgegengesetzter 
Bichtung als Beaktion auf die Umgebung aus. Beide Wechsel- 
wirkungskräfte zusammen ergeben den elastischen Spannungszu- 
stand in dem Körper. Dieser variiert im allgemeinen von Punkt 
zu Punkt nach Größe und Bichtung. 

7. Elastischer Spannungszustand. Tensortripel und 
Hauptdrücke. Genau so wie eine Kraft als eine gerichtete Größe 
durch eine in der Bichtung derselben nach dem Angriffspunkt 
hin- oder von ihm fortzielende Strecke dargestellt wird, kann 
diese Wechselwirkung, die Spannung, ebenfalls eine gerichtete 
Größe, durch zwei gleich große in entgegengesetzter Bichtung von 
dem Angriffspunkt, dem Flächenelement dm, fort- oder zu ihm 
hinweisende Strecken dargestellt werden. Die Kraft ist ein Vektor, 
die Spannung ein Bivektor oder Tensor. Größe und Bichtung 
der den Tensor darstellenden Doppelstrecke in jedem Punkt des 
Baumes gibt Größe und Bichtung der dort herrschenden Spannung 
an. Gegenüber dem durch einen einfachen Vektor darstellbaren 
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Kraftfeld, z. B. einem elektrischen oder magnetischen Feld, tritt 
aber bei dem durch Tensoren darzustellenden Spannungsfeld eine 
Komplikation auf. Der Kraftvektor stellt die Wirkung auf einen 
Punkt dar und ist an jedem Punkt des Feldes eindeutig als Funk- 
tion der Lage dieses Punktes bestimmt; der Zustand ist also an 
jedem Punkt durch drei Bestimmungsstücke ausdrückbar. Anders 
bei dem Spannungsfeld. Der Spannungszustand an irgend einem 
Punkte, d. h. die Wirkung, welcher ein dort befindliches Flächen- 
element unterliegt, hängt außer von seiner Lage, d. h. vom Orte, 
noch von der Orientierung des Elementes ab, die durch die Rich- 
tung seiner Normale angegeben wird. Bei drei bestimmten, zu 
einander senkrechten Orientierungen erleidet das Flächenelement 
nur senkrechten Druck oder Zug, bei allen anderen Orientierungen 
wirkt der Druck schief gegen das Element, zerfällt also in einen 
Normaldruck und einen Scherungsdruck. Zur vollen Charakteri- 
sierung des Spannungszustandes sind deshalb sechs Bestimmungs- 
stücke nötig, etwa drei Winkel, welche diese ausgezeichneten Rieh- 
tuAgen der Flächennormale gegen die Koordinatenachsen festlegen, 
und die Werte der drei Drücke in diesen Richtungen. Das be- 
deutet: man kann den Spannungszustand an jedem Punkt für jede 
Flächenrichtung durch die drei zueinander senkrechten Haupt- 
spannungen (Hauptdrücke) darstellen. Der Spannungszustand 
ist durch drei Teiltensoren, ein Tensortripel^), darstellbar. Die 
Richtungen der Hauptdrücke sind die Hauptdruckachsen. 

Statt von dem Tensor, der Kraft und. Gegenkraft zusammen- 
faßt, kann man auch von der auf ein Flächenelement wirkenden 
Kraft allein sprechen und mit ihr rechnen, wenn man nur immer 
eingedenk bleibt, daß stets die gleich große Gegenkraft zugehört. 
Die Kraft ^^doD kann man wie jeden Vektor in Komponenten zer- 
legen und zwar in verschiedener Weise. Anstelle der Kraft ß'^c?© 
betrachten wir gleich die Kraft, welche auf die Flächeneinheit 
wirkt, d. h. den Druck ff^. Dieser läßt sich in den Normaldruck 
(Druckspannung) 31^ und den Tangentialdruck (Schubspannung) %^ 
zerlegen, welch letzterer auch noch weiter in zwei zueinander senk- 
rechte Schubspannungen X/und I^" zerlegt werden kann, also z.B. 

(1) Ä.« = 5ß.« + x.» = SR,« +%:*+ %:'\ 

Andererseits kann man auch in die drei Komponenten parallel 

1) Vgl. hierzu v. Ignatowsky, Vektoranalysis, diese Sammlung 
Bd. VI, 1 und VI, 2. 
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den Koordinatenachsen x^ y, g zerlegen 

(2) K' = V + ?)n* + S„* 

oder mit Einführung der Bichtungskosinusse für die' Winkel 
zwischen den Komponenten und der resultierenden Richtung, 

nämlich cos (a?, ß^) = — ^ usw. 

(3) ff, = X„ cos {x, ffj + g, cos (jr, ffj + 3„ cos (e, S J. 

8. Die Tensorkomponenten und Bewegungsgleichungen. 

Nun wird in der Elastizitätstheorie gezeigt, daß sich jeder dieser 
drei Drücke X„, ?)„, 3n *^s Resultierende von je drei Komponenten 
3^,7 Xy, X,; ?)^, ?)y, ?)^; 3,, Sy, 3, darstellen läßt, die zusammen 
die neun hzw. sechs (vgl. unten) Komponenten des Tensors ß*, der 
elastischen Spannung sind. Es sind das die Druck- und Schuh- 
spannungen in Richtung der Achsen a?, y, jp, welche auf senkrecht 
zu diesen Achsen gelegene Flächenelemente wirken. Die großen 
Buchstaben geben die Richtung der betreffenden Kraftkomponente 
(z. B. X die Komponente in der oj-Richtung), die Indizes geben die 
Normalenrichtung des Flächenstückes an, auf welches die betref- 
fende Komponente wirkt. Es gelten die Gleichungen 

IX„ == S^. cos (rc, n) + Xy cos (y, n) + X, cos (0, n) 
Vn ^ ?)* cos (rr, n) + g)y cos (y, n) + ?), cos {z, n) 
S» = Sx cos (x, n) + 3y cos (y, n) + 3, cos {z, n) . 

Aus einer weiteren dynamischen Betrachtung folgt noch die Ein- 
schränkung, daß die Schubspannungen paarweis gleich sein müssen, 
also 

(5) D."=3e,, 3, = ?)., 3e. = 8„ 

wodurch die Zahl der Komponenten von neun auf sechs verrin- 
gert wird. Der Beweis für die Gleichungen (4) und (5) muß hier 
wegbleiben. Er folgt daraus, daß im Gleichgewichtszustand sämt- 
liche an einem Körper augreifenden Kräfte sich in allen möglichen 
KomponentenrichtuDgen gegenseitig die Wage halten müssen. Das 
gilt natürlich auch für jedes Raum dement des Körpers. Nimmt 
man ein parallelepipedisches Raumelement, so führt die Forderung, 
daß die Drehmomente (resultierenden Kräftepaare) verschwinden 
müssen, auf die Gl. (5). Die andere Forderung, daß auch die re- 
sultierenden Restkräfte verschwinden müssen, bzw. bei Bewegung 
den beschleunigenden Kräften (Masse mal Beschleunigung) gleich 
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sein müssen, gibt die drei Differentialgleichungen der Bewegung, 
kurz Bewegnngsgleichongen genannt. 
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wobei noch mit X', ?)', 8' die Komponenten etwaiger Volumen- 
kräfte bezeichnet sind, z. B. Gravitation, die auf die Masse des 
Baumelementes als Fem Wirkungskräfte wirken; q ist die Dichte, 
u^, u , U, sind die Geschwindigkeitskomponenten des Baum- 
elementes. 

9. Die elastischen Kräfte als lineare Funktionen der 
Verrückungen. Formänderungsarbeit. Um die Bewegungs- 
gleichungen (6) anwenden zu können, muß man die Kräfte als 
Ortsfunktionen kennen. Die Volumenkräfte X', ^', 8' müssen 
direkt als Funktionen der Koordinaten gegeben sein. Die elasti- 
schen Flächenkräfte, welche auf das Baumelement dx von der Um- 
gebung ausgeübt werden, hängen vom Deformationszustand ab. 
Der Spannungszustand muß also als Funktion des Deformations- 
zustandes gegeben sein, und es gilt daher, die Form dieser, die Ab- 
hängigkeit vermittelnden Funktion für beliebige Körper zu ünden. 
Diese Aufgabe wird für verschwindend kleine Deformationen durch 
das Hookesche Gesetz gelöst, nach welchem die erzeugte Defor- 
mation der wirkenden Kraft direkt proportional ist. Daher ist auch 
umgekehrt die infolge Deformation entstehende Beaktionskraft, die 
elastische Spannung, der Deformation direkt proportional. Dies 
Gesetz ist für gewisse einfache Fälle von Deformationen experi- 
mentell bestätigt und wird verallgemeinernd auf alle unendlich 
kleinen Deformationen angewandt. Da diese letzteren aber in erster 
Näherung immer als lineare angesehen werden können, so ergibt 
sich daraus die Wichtigkeit der linearen Deformation fär die 
Theorie. Von der Gesamtdeformation kommt übrigens hier nur 
immer die räumliche Dehnung, d. h. die Formänderung in Betracht. 
Translation und Botation, bei denen keine Formänderung statt- 
findet, ergeben keine elastischen Kräfte. 

Nach dem Hookeschen Gesetz sind die Spannungen lineare 
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Funktionen der sechs Deform ationsparameter^) (linearen Dehnungen 
und Scherungen) e^, e^, e,, s^^, 5 , 5,, die sich nach (14) in Nr. 5 
auch durch die Differentialquotienten der Komponenten u^, u , u^ 
der unendlich kleinen nichtlinearen Deformation ausdrucken lassen. 
Aus diesem Gesetz folgt, daß die Arbeit, welche die elastischen 
Kräfte bei irgend einer Formänderung leisten, bzw. die gegen sie 
von den äußeren Kräften geleistete Arbeit (Formänderungs- 
arbeit) eine homogene quadratische Funktion der sechs Deforma- 
tionsparameter ist. 

Im allgemeinsten Falle erhält man die sechs Tensorkomponen- 
ten 3£,, Xy . . . als lineare Funktionen von e^, ^« • • • J^it 21 von 
einander unabhängigen konstanten Koeffizienten (Elastizitätskon- 
stanten). Dies gilt für Kristalle mit der geringsten möglichen 
Symmetrie. Je größer die Zahl der Symmetriegrade wird, desto 
kleiner wird die Zahl der Konstanten, bis sie schließlich im Fall 
des isotropen homogenen Körpers, der für die Akustik allein in 
Betracht kommt, auf zwei unabhängige Elastizitätskonstanten her- 
absinkt. Bezeichnet man diese mit — X und — X\ so erhält man für 
die Spannungskoraponenten in isotropen Körpern die Ausdrücke^) 

.11, '■lie, + e^+ - 2 A'e„ 3^ =- g). = - 2 l's, 

(7) D,= X(e,+ e,^ + e,)-2k'e^, X. = 3, 2^5^ 

U. A(e, + e^+0-2X'e., % = 3c^ ^2A's, 

oder für nichtlineare aber ^unendlich kleine Deformationen u mit 
den Komponenten u^^ u^ u^ 

(8) {D,=-^div«-2r|^^ 3e,=3.=-^'(|^'+','J) 



1) 6. Kirchhoff und mit ihm andere Autoren haben dafür die 
Bezeichnungen x^, yy^ z^ statt c^, Cy, e^ und y^ =» Zy, Zg = Xz^ Xy=' y, 
statt 28jg^ 28y, 289. £b kommen auch noch andere Bezeichnungen vor. 

2) Die negativen Vorzeichen sind gewählt damit X und X* selbst 
positive Größen werden. Die Gl. (7) müssen auf der rechten Seite 
negative Vorzeichen haben, damit die Spannungen 31^ usw. den der 
Deformation entsprechenden Richtungssinn erhalten. Bei positiver 
Dehnung (Dilatation) müssen die Größen £ usw. negativ werden, bei 
negativer Dehnung positiv, da sie immer die vorhandene Deformation 
rückgängig zu machen suchen. 



J 
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wobei 

(9) diYM=^-'+^' + ^ = 6, + ., + e. = D 

ist (vgl. auch Nr. 4). 

Die Gleichungen (7) lassen sich leicht ableiten, wenn man 
auf die Hauptdrücke p^^p„iP^ zurückgeht. Die Hauptdruckachsen 
fallen bei isotropen Körpern aus Symmetriegründen mit den Haupt- 
dehnungsachsen §, ty, t (vgl. Nr. 4) zusammen. Die Hauptdrücke 
können nun als lineare Funktionen der Hauptdehnungen £^, s , e^ 
nur folgende Form haben, die hier die allgemeinste mögliche ist, 

Setzt man 

(11) 5 = X, A--B = 2k\ 

so läßt sich (lO) umformen in 

ip^^^l(e^ + e^j + s^)-2k'€^ kI) — 2l'B^ 

(12) L^^l{e^ + s^^ + e^)-2k'e^ kD-2k'e^ 

1^^.= — k(€^ + «,^ + s^) — 2 ;l'£^« — kB — 2;L'f^. 

Durch einfache Koordinaten transformation (Drehung des Achsen- 
kreuzes in die Lage x, y, z) erhält man hieraus die 61. (7). 

10. Die Grenzbedingungen für die elastisohen Kräfte. 

Durch die Gleichungen (6) und (7) — eventuell unter Einführung 
andrer Elastizitätskonstanten (vgl. Nr. ll) — sind die im Innern 
des elastischen Körpers zu erfüllenden Bedingungen gegeben. Außer- 
dem müssen aber noch die Grenzbedingungen berücksichtigt werden, 
d. h. die Bedingungen, welche an der Grenzfläche des Körpers ge- 
gen andre Körper, also an seiner Oberfläche, gelten. Offenbar müs- 
sen zwischen den von außen auf die Oberfläche wirkenden Drücken 
und den Spannungen im Inneren gewisse Beziehungen bestehen. 
In der allgemeinsten Form ist die Grenzbedingung nichts anderes 
als die auch im Inneren geltende Bedingung, daß Wirkung und 
Gegenwirkung auf jedes Flächenelement einander gleich sein müssen. 
Ist also doD ein Element der Grenzfläche zwischen den Körpern 1 
und 2 und ist n^ die Normale nach dem Innern von 1 hin, so 
muß sein 

(13) ^!-^:^- 
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Der obere Index bedeutet, dafi die Kraft bezw. Spannung im Inne- 
ren des betreffenden Körpers unmittelbar an der Grenzfläche ge- 
meint ist. Gl. (13) besagt, daß die resultierenden Drücke an den 
Grenzflächen stetig sind. Das gilt auch für ihre Komponenten in 

irgendwelchen Richtungen, z. B. X^, D^, 3«* ^s gilt aber nicht 
oder braucht wenigstens nicht zu gelten für die Tensorkomponenten 
X^, X , ..., in die man X^ usf. weiter zerlegen kann. 

Die von außen wirkenden Kräfte müssen gegeben sein. Dann 
sind die im Körper unmittelbar an der Oberfläche vorhandenen 
Spannungen bekannt und das Problem ist bestimmt. Vielfach sind 
übrigens bei akustischen Problemen die äußeren Oberflächenkräfte 
gleich Null — z. B. bei allen Eigenschwingungsproblemen — wo- 
durch sich die Rechnung vereinfacht. 

11. Die Elastizitätskonstanten, Im Geltungsbereich des 
Hooke sehen Gesetzes hängen die Kräfte linear mit den Yerrückun- 
gen zusammen; sie sind ihnen im einfachsten Falle — wenn nur 
eine Verrückung in einer Koordinatenrichtung vorhanden ist — 
proportional. Die Proportionalitätskonstanten in den GleichuDgeu, 
welche diese Beziehungen darstellen, sind Materialkonstanten und 
werden als Elastizitätskonstanten bezeichnet. Je nach der 
speziellen Form der Deformation, die man wählt, kann man ver- 
schiedene Elastizitätskonstanten an einem und demselben Material 
unterscheiden. Sie sind aber nicht alle voneinander unabhängig. 
Bei isotropen Körpern gibt es nur zwei unabhängige solcher Kon- 
stanten, z. B. die in Nr. 9 eingeführten Größen k und X\ Es sind 
immer soviel, wie es typische, voneinander wesentlich verschiedene 
Deformationen gibt; das sind bei isotropen Körpern zwei, näm- 
lich Dehnung und Scherung. Danach wäre es scheinbar am ein- 
fachsten, als Elastizitätskonstanten die zu einer einfachen linearen 
Dehnung und einer einfachen Scherung gehörenden Proportio- 
nalitätsfaktoren einzuführen. Das macht aber praktische Schwierig- 
keiten, wei} man z. B. eine Deformation, die nur in einer linearen 
Dehnung ohne gleichzeitige Querkontraktion besteht, nicht durch 
eine einfache an dem Körper angreifende Kraft verwirklichen 
kann, sondern dazu ein kompliziertes Kräftesjstem braucht. Als 
praktisch gebrauchte Elastizitätskonstanten oder Elastizitäts- 
moduln hat man daher solche Proportionalitätsfaktoren einge- 
führt, welche leicht zu erzeugenden Deformationen entsprechen. 
Das sind 
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1. der Dehnungsmodul ^ (auch Elastizitätsmodul der Dehnung 
oder Elastizitätsmodul schlechthin, in England Toungscher Mo- 
dul genannt), 

2. der Torsionsmodul F (auch Gestalts-, Gleit-, Schenmgs- 
oder Schiebungsmodul oder auch zweiter Elastizitätsmodul ge- 
nannt), 

3. der Yolumenmodul Tc (Modul der Yolumenelastizität, Kom- 
pression smodul) ^), 

4. die Elastizitätszahl fi (Poissonsche Konstante).^) 

Die gemeinsame Definition der unter 1. bis 3. genannten Moduln 
ist diese: 

Elastizitätsmodul ist das Verhältnis der Beanspruchung (Druck- 
oder Zugkraft pro Flächeneinheit) zu der durch sie erzeugten spe- 
zifischen Deformation der Längeneinheit bezw.Yolumeueinheit (line- 
aren Dehnung e. Scherung 6 und räumlichen Dilatation D). DerVolu- 
menmodul gilt für die räumliche Dilatation X>, die durch einen allseiti- 
gen Zug p erzeugt wird. Der Dehnungsmodul E gilt für eine sog. 
axiale Dehnung 6, d. h. eine durch einen Längszug tf bewirkte 
Dehnung mit gleichzeitiger Kontraktion senkrecht zur Dehnungs- 
richtung. Der Torsionsmodul F gilt für die einfache oder, was 
keinen Unterschied ausmacht, für die Doppelscherung d (vgl. Nr. 3), 
die durch eine Schubspannung r erzeugt wird.') In Formeln aus- 
gedrückt ist also 

(U) Ä-§. ^»f F-l- 

Die Elastizitätszahl fi ist das Verhältnis der Querkontraktion zur 
Längsdehnung bei der axialen Dehnung. 

Zwischen den genannten vier Elastizitätskonstanten, sowie zwi- 
schen ihnen und den früher eingeführten Konstanten X und X' be- 
stehen bestimmte Beziehungen; durch je zwei von ihnen lassen 
sich immer alle anderen ausdrücken. 



1) Der reziproke Wert des Kompressionsmodnls k ist die Kom- 
pressibilität JE" = ^ • 

2) Die hier benutzten Buchstaben E, F, k, fi sind die in Deutsch- 
land meist üblichen. Von ausländischen Autoren werden dagegen viel- 
fach andre Bezeichnungen gebraucht^ z. B. in England q für E und 
n far F. 

3) Die Bezeichnungen 6 und t für Druck- und Schubspannungen 
sind die in der Technä häufig gebrauchten. 
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Einige der wichtigsten Beziehungen sind 

E 



( x'^F(^n)^ 



(15) 



2(1 + ft) 



2 F^ 2X' F{ E — 2 F) _ 2Fft 
l^/c ^ —Ä g = 3-^_^ ^1 — 2ft 



(l+^)(l-2^) 



r(3X + 2X0 _ 9.FA; . v 

FE _ jK 1 _l 2 >l' 1 



9F— 3JE7 3(1 — 2^) '3 K 

_ X _ Bk-2F _E — 2F 

^'^2(X+X')'~ 2(3* + F) "" ~~2F "' 

Die Definitionsgleichungen (14) der Elastizitätsmoduln setzen line- 
are Deformationen und lineare Abhängigkeit zwischen diesen und 
den Kräften voraus. Wo diese Voraussetzungen nicht streng erfüllt 
sind, kann man die Gleichungen (14) doch beibehalten, indem man 
unendlich kleine Verrückungen betrachtet. Statt D, e, ö nimmt man 
die unendlich kleinen Zuwächse dJD, de,dö der Dehnung, Scherung 
usw. und statt p, tf, r die Zuwächse dp^ de, dt dieser Spannungen. 
Die Definitionen (14) gelten in dieser neuen Form ganz allgemein. 

12. Die isothermen und adiabatisQhen Elastizitätsmoduln. 

Bisher sind die Deformationen usw. rein mechanisch ohne Bück- 
sicht auf sonst noch dabei auftretende Änderungen (Abkühlung, 
Erwärmung u. dergl.) behandelt worden. Solche physikalischen 
Änderungen des Zustandes treten bei elastischen Deformationen 
unter Umständen auf; in Betracht kommen übrigens nur thermische 
Zustandsänderungen. Mit diesen sind auch immer Ä^^derungen 
der elastischen Eonstanten verbunden. Die bei konstanter Tem- 
peratur stattfindenden Deformationen sind isotherme Deforma- 
tionen, die Eonstanten also die isothermen Elastizitäts- 
moduln JE7^, F^y ICf. Diese Größen gelten für langsam verlaufende 
Deformationen, bei welchen der Wärmeaustausch mit der Um- 
gebung die Temperatur merklich konstant hält, so daß die durch 
die Deformationsarbeit erzeugte Temperaturänderung nicht zur 
Geltung kommt. Bei unvollkommenem Wärmeaustausch werden 
die durch den gleichen Druck erzeugten Deformationen andere, 
weil die dabei entstandene Temperaturänderung eine rein ther- 



18 2. Kap. Dynamik der elastischen Körper 



mische Deformation (Dehnung bezw. Eontraktion) zu der mecha- 
nischen hinzufügt. Am stärksten ist der Unterschied bei gänzlich 
gehindertem Wärmeaustausch, mit dem natürlich die größte Tem- 
peraturänderung verbunden ist, also bei adiabatischen Vor- 
gängen. Die zugehörigen Moduln seien JK^, JP^, k^. Ob der 
Wärmeaustausch durch eine wärmeundurchlässige Schutzhülle ver- 
hindert wird, oder dadurch, daß der Vorgang zu schnell verläuft 
um eine merkliche Wärmeübertragung durch Leitung oder Strah- 
lung von der Deformationsstelle aus zu gestatten, ist gleichgültig. 
Bei den akustischen Schwingungen ist das letztere der Fall. Die 
Verdichtungen und Verdünnungen (bei Longitudinalschwingungen) 
wechseln an einem und demselben Punkt so schnell, daß die dabei 
entstehende Erwärmung oder Abkühlung auf die deformierte Stelle 
selbst beschränkt bleibt. 

Die adiabatischen und isothermen Elastizitätsmoduln stehen 
in einer einfachen aus der mechanischen Wärmetheorie abzuleiten- 
den Beziehung. Nach den Gesetzen der Thermodynamik läßt sich 
die Temperaturänderung dT berechnen, welche eine adiabatisch 
erfolgende Längen- bezw. Volumendilatation de bezw. dD hervor- 
ruft, die ihrerseits durch den Längszug dP=qd<s bezw. durch den 
allseitig wirkenden Zug dp erzeugt wird. Es gilt für einen Körper 
vom Volumen v unter der Wirkung des allseitigen Zuges p^ bezw. 
für eiaen geraden Stab vom Querschnitt q und der Länge l unter 
der Wirkung des Längszuges P=q<s^ wenn die Masse beidemale 
mit m bezeichnet wird 

bezw. 

(17) dT -^■ii^) clP = ^(11) qdc. 

^ ^ mcp XoTjp mcp \dT/a 

Die Indizes p und P bezw. a bei den partiellen Differentialquotienten 
deuten an, daß die betreffende unabhängige Variable p bezw. <y, 
von welcher Volumen und Länge außer von der Temperatur T 
noch abhängen^), bei der Differentiation konstant zu halten sind; 

1) Das Volumen (bezw. im zweiten Fall die Länge) wird bei ge- 
gebener Masse des Körpers durch die äußeren Umstände bestimmt, 
und diese sind hier durch Temperatur und Druck (allgemein durch 
irgend zwei unabhängige Zustandsgrößen) gegeben. Die Verbindung 
dieser drei augenfälligen Zustandsgrößen v^ T, p bildet die für jeden 
Körper charakteristische Zustandsgieichung. Durch sie ist eine dieser 
drei Größen als Funktion der beiden anderen bestimmt. 
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Cpist die spezifische Wärme bei konstantem Druck, mc also die 
Wärmekapazität bei konstantem Druck und zwar in mecha- 
nischem Maß, als Arbeitsgröße, gemessen.^) 

T ist die absolute Temperatur, also T« 273® -|-<®, wo t vom 

Eisschmelzpunkt an rechnet. Die Differentialquotienten (^) 

und i^i messen die thermische Ausdehnung bei konstantem 

Druck und lassen sich durch die bekannten thermischen Aus- 
dehnungskoeffizienten ausdrücken, die für eine mit der Temperatur- 
erhöhung proportionale Ausdehnung gelten. Wenn nämlich (bei 
konstant bleibendem Druck) gilt 

1 = 1,(1 + ßt) = l,(l+ß[T^ 273]), 

wo a der kubische, ß der lineare Ausdehnungskoeffizient, Vq bezw. Iq 
Volumen und Länge bei 0® 0. und dem gegebenen Druck ist, so wird 

Die Masse m ist durch das Produkt aus Volumen und Dichte zu 
ersetzen 

(19) m = v^ = VqQq == IqQ = ?o^o(»or 

wo Q die Dichte ist, und die Werte mit dem Index für die Tem- 
peratur 0® 0. und den Druck p gelten. Führt man dies in (16) 
und (17) ein und berücksichtigt, daß 

(20) da = EJe^=E^^, dp^-UJO^ fc„^») 

ist, so gehen diese Gleichungen über in 

a/.\ jf/TT Ta . ^^ Takadv 
6a) dT= JcdD^ = , 

(17a) äT^-Lß^Ue^^-^^f. 

^ ^ QCp * QCp l 

1) Wenn, wie in der Physik üblich, alle Größen in Zentimeter, 
Gxamm und Sekunden gemessen werden (Z.-G.-S.-sjstem) , so muß 
Cp in mechaniech^n C.-G.-S.- Einheiten^ d. h. in Erg angegeben 
werden. Soll es in Kalorien angegeben werden, so muß rechts im 
Nenner noch der Faktor 4,19. 10^ hinzutreten. 

2) Das negative Vorzeichen ist hier zu nehmen, weil p nicht Zug, 
sondern Druck, Da aber die Dilatation, nicht Kompression bedeutet. 
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In der letzten Formel ist noch der kleine Unterschied zwischen 
Iq und l bzw. q^ und q veroachlässigt, was bei festen Körpern und 
Flüssigkeiten einen nur unmerklichen Fehler bedingt, wenn die 
Temperatur nicht sehr weit yom Nullpunkt entfernt ist, da die 
Ausdehnungskoeffizienten für diese Körper sehr klein sind. 

Zu beachten ist, daß die Änderungen dVj dl^ dT sich auf 
adiabatische Yorgänge beziehen. 

Läßt man nun die Dehnung durch den gleichen Zug isotherm 
erfolgen, so kommt zu der adiabatischen Dehnung de^ bezw. dD^ 
noch die thermische Längen- bezw. Volumenänderung hinzu, welche 
der Temperaturänderung dT entspricht, also ßdT bezw. adT, so 
daß die gesamte isotherme Dehnung wird 

(21) dD, = clD„-«dr=dD,-+^"'^di),, 

(22) de,~de„-ßdT=^de„ + ^^de,. 

Daraus ergibt sich das Verhältnis zwischen dem adiabatischen 
und isothermen Elastizitätsmodul, das gleich dem reziproken Ver- 
hältnis der zugehörigen Dehnungen ist 

. . ka_dDi _ Ta*ka 

^^"^^ h-dD^-^^'^'o;^' 

^ ^ Ei dea QCp 

Diese Quotienten sind im allgemeinen bei festen Körpern und 
Flüssigkeiten nur wenig — um einige Tausendstel — von 1 ver- 
schieden^), der isotherme und adiabatische Modul sind also bis 
auf einige Tausendstel ihres Wertes einander gleich, daher prak- 
tisch als identisch anzusehen. Nur bei Gasen, bei denen natürlich 
nur die Volumenelastizität k in Betracht kommt, sind k^ und k^ 
stark voneinander verschieden, weil hier der kubische Ausdehnungs- 
koeffizient cc viel größer ist als bei festen und flüssigen Körpern. 

13. Die Elastizitätsmoduln der vollkommenen Gase. Beide 
Moduln — isothermer und adiabatischer — lassen sich für ideale 
Gase, deren Zustand sgleichung als Boyle-Mariotte-Gay-Lus- 
sacsches Gesetz bekannt ist, berechnen. Die Zustandsgieichung 
lautet 



1) Vgl. E. Grüneisen, Annalen d. Physik (4) 22, (1907), S. 842. 
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(26) 



(25) pv '-'PoVoil -\- at) =-i?o^o«^ 

oder mit Einführung der Dichte q statt des spezifischen Volumens 
(Volumens der Masseneinheit) v 

(25a) ^=^(l+af)=.^«-^. 

Hier ist cc der thermische Ausdehnungskoeffizient der idealen Gase 
mit dem Wert 0,00367 oder 1/273; Pq ist ein willkürlich aus- 
gewählter Wert des Druckes, der als Druckeinheit gilt, gewöhn- 
lich 1 Atmosphäre^), v^ ist das Volumen, welches die Gasmasse 
bei diesem Drucke Pq und der Temperatur ^ — 0® C. d. h. 
T=273® abs. einnimmt, Qq die Dichte unter denselben Bedin- 
gungen. Aus (25) bezw. (25a) gehen das Boyle-Mariottesche 
isotherme Druckgesetz und das Gay-Lussacsche isopiestische 
Ausdehnungsgesetz 

pv^PQVj,^^ = kon8t 

als Spezialformen hervor, indem man die Temperatur bzw. den 
Druck konstant hält; Vj, und Vq sind die Volumina bei der Tem- 
peratur T, und dem Druck p^ bzw. 0® Cels. und dem Druck p^ für 
welche Größen nach (25) offenbar gilt 

(27) t>^^^=-„o(l+««)-t>o«r, v^^^?^^'^. 

Aus der Zustand sgleichung oder dem isothermen Druckgesetz läßt 
sich der (Volumen-)Elastizitätsmodul sofort durch Differentiation 
ableiten. Er ist nach Nr. 11 allgemein definiert als (unendlich 
kleine) Druckzunahme dp, dividiert durch die zugehörige relative 

Volumenzunahme — , die bei positiver Drucksteigerung natürlich 

eine negative Zunahme (Volumenverkleinerung) und daher mit ent- 
gegengesetztem Zeichen zu benutzen ist, damit der Modul einen po- 
sitiven Wert bekommt. Zu berücksichtigen sind aber die äußeren 
Bedingungen, beim isothermen Modul Konstanthaltung der Tem- 
peratur, beim adiabatischen Vermeidung äußerer Wärmezu- bzw. 
abfuhr. In beiden Fällen kommt für die Berechnung nur das aus 
der allgemeinen Zustandsgieichung abzuleitende Druckgesetz, 



1) Eine Atmosphäre ist gleich 1,033-?^^— = 1018800-^^ 



cm' cm 
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welches Volumen und Druck miteinander verbindet, in Betracht; 
im ersten das isotherme (Boyle-Mariottesche) Gesetz (26), im 
zweiten das adiabatische Druckgesetz 

(28) pv''^ Konst. , U = ^^) , 

wobei X (häufig auch mit y oder k bezeichnet) das Verhältnis der 
spezifischen Wärme bei konstantem Druck c zur spezifischen Wärme 
bei konstantem Volumen c. ist. 

Durch Differentiation erhält man aus (26) und (28) 

Der adiabatische Elastizitätsmodul ist also größer als der isotherme, 
maximal im Verhältnis 1,67 : 1 (bei den einatomigen Gasen wie 
Helium, Quecksilberdampf usw.), bei anderen Gasen in geringerem 
Grade (bei Sauerstoff, Stickstoff — auch Luft — , Wasserstoff und 
anderen zweiatomigen Gasen ca. 1,4 : 1). 

Die Elastizitätsmoduln zeigen sich hier abhängig vom Druck, 
sie nehmen mit wachsendem Druck zu. Eine entsprechende Ab- 
hängigkeit ist experimentell auch für den adiabatischen Elastizi- 
tätsmodul E^ fester Körper (Metalldrähte) nachgewiesen worden.^) 
Nur nimmt hier E^ mit wachsender Spannung ab, doch ist die 
Änderung viel geringer als bei. den Gasen. 

14, Die Eontinuitätsgleichung. Findet Dilatation statt, so 
ändert sich die Dichte. Die Geschwindigkeit, mit der die Dila- 
tation erfolgt, hängt mit der Geschwindigkeit der Dichteänderung 
eng zusammen. Ein beliebiges Masseteilchen m des Körpers habe 
zur Zeit t das Volumen r, seine Dichte sei q. Seine Masse m = xQ 
ist konstant, also ergibt sich durch Differentiation dieses Produktes 

(30) ^ + V = 0- 

Das zweite Glied links ist aber die unendlich kleine räumliche 
Dilatation, welche an der Stelle des Massenpunktes m stattge- 
funden hat, kann also durch einen der Ausdrücke (9) in Nr. 4 
ersetzt werden, so daß man (30) z. B. schreiben kann als 

(30a) d, + ,äi.u = d, + ,(^ + l^- + l^)^0. 

1) F. A. Schulze, Annalen d. Physik (4) Bd. 31 (1910), S. 1. 
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Finden die Änderungen in dem Zeitelement di statt, so erhält 
man durch Division mit dtj d. h. mit anderen Worten durch Dif- 
ferentiation von m = QT nach der Zeit t die Geschwindigkeiten der 
Änderungen. Setzt man noch die Yerrückungsgeschwindigkeiten 

so geht (30 a) über in 

Hier beziehen sich ^, u^, u^, U, auf ein und dasselbe Massenteil- 
chen während seiner Wanderung, sind also Funktionen der Zeit t 
und der jeweiligen Koordinaten x, y^ 0, die selbst wieder Funk- 
tionen von t und der Lage des Teilchens zu irgend einem festbe- 
stimmten Zeitpunkte, d. h. also Funktionen von t und von den 
Koordinaten i^oi ^o» ^o ^^ irgend einer Zeit ^q sind. In der Form 
(32) ist die Gleichung nur das Gesetz der Erhaltung der Masse. 

Man kann eine entsprechende Gleichung aufstellen, wenn man 
nicht die Geschichte des Teilchens, seine Volumen- und Dichte- 
änderung, sowie seine Ortsveränderung, ausgedrückt durch seine 
von der Zeit t abhängigen variablen Koordinaten ic, y, z, betrach- 
tet, sondern die Vorgänge betrachtet, welche sich im Laufe der 
Zeit an einem imd demselben Raumpunkte x, y, z abspielen, dessen 
Koordinaten nun also konstant, bzw. — bei Übergang zu einem 
andern Raumpunkt — unabhängig variabel sind. Der Punkt, oder 
besser ein an seiner Stelle konstruiertes Raumelement c?r, wird 
dabei nacheinander von verschiedenen Masseteilchen passiert. 

Das im Punkte ic, y, z konstruiei'te Raumelement sei ein Par- 
allelepiped mit den Kanten dx, dy^ dz parallel den Koordi- 
natenachsen (Fig. 3). Der vordere Eckpunkt "*' 
A habe die Koordinaten x^ y, z, der dia- 
gonal gegenüberliegende A' entsprechend 
x-\-dx^ y + dy^ z + dz. Die Dichte zur 
Zeit f sei ^; also ist die in ihm enthaltene 
Masse qdx und ihre zeitliche Änderung in 'S 

der Zeit dt ist dr-^dt. Hier sind partielle 

Differentialquotienten mit rundem d zu neh- ^ ^* 

men, weil neben der Zeit die Raumkoordi- •^'*- ^• 

. "LI.. • • 1. 1 • j Parallelepipedisches Raum- 

naten x, y, z unabnangig variabel sma. eiement dt=^dxdydz. 

Kalähne: Akustik II. 3 



A 


/ 

2 


1 ! 

L 


/ ^ 

/ 
f 


/ 



24 2- K&P- Dynamik der elastischen Körper 

Andrerseits läßt sich die Massenändemng innerhalb dt aus- 
drücken mittels der durch die Oberfläche des Elementes dx wäh- 
rend dt ein- und austretenden Substanzmengen. Die Geschwindig- 
keit der Teilchen in der o;- Richtung ist u^ an der Fläche 1 

(a;- Koordinate = x\ w^(*+'**) = i*, -f ^""dx an der Fläche 2 (a;-Ko- 

ordinate = a; + da;); die Dichten sind ebenso q und ^(*+*'*) 

= Q + r.—dx; die Flächen selbst haben die Größen dydz. Also tritt 

in das Raumelement während der Zeit dt die Masse 

qVij^dtdydz «=- {qVi)^dtdyda 
durch Fläche 1 ein, 

durch Fläche 2 aus. 

Der Mässenzuwachs durch diese Strömung ist also die Differenz 

dtdydz[{q}i\ - (9u),('+<'*)] = - dtdxdyds^-^^ , 
denn es ist bis auf quadratische und höhere kleine Glieder 
(33) (9uX('+''-) = (pu),+ ^^'"^- 



dx 

Entsprechende Ausdrücke ergeben sich für die y- und ;ei- Kompo- 
nente, so daß man als gesamten Massenzuwachs infolge der Be- 
wegung erhält 

(34) -^dxdyd.\^^l§^ + '-^l^ + '-^p]^-dtdr6i.(,n), 

indem man noch dr für das Produkt dxdydz setzt. Durch Gleich- 
setzen der beiden Ausdrücke für die Massenänderung erhält man 

oder anders geschrieben * 

(36) || + div(pu)-0. 

Das ist die als Bedingung der Kontinuität bekannte 
Gleichung, die besonders in der Hydrodynamik eine Rolle spielt. 

Bei unendlich kleinen Deformationen, bei denen alle 
Andeiningen — der Dichte, des Ortes usw. — und ebenso die Ge- 
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seh windigkeiten unendlich klein von gleicher Ordnung, etwa erster 
Ordnung, hleihen, werden übrigens die Gleichungen (32) und (35) 
identisch. Denn da die Änderungen der Koordinaten x, y, z des 
betreffenden Masseteilchens und seine Geschwindigkeit 

du^ dx 

verschwindend klein sind, so wird bis auf verschwindende Größen 
höherer Ordnung 

dg do^. dgdx dg dy dg dz dg 

'di'^Ji'^dxJi'^dy'di'^Jz'di'^^^ 

l ^ = p^ + U--^ = p-^ usw., 
dx ^ dx * '^ dx ^ dx ' 

so daß beide Gleichungen in die einfachere, später zu benutzende, 
übergehen 

dy 

15. Die wirbelfreien Dehnungs- und Geschwindigkeits- 
vektoren u und tt als Gradienten skalarer Fotentialftink- 
tionen. Geschwindigkeitspotential. Die allgemeine Verschie- 
bung der Teilchen eines elastischen Körpers laßt sich nach dem 
Früheren (vgl. Nr. 5) immer in eine Translation, eine Rotation und 
eine Dehnung zerlegen. Mit anderen Worten: der Verschiebungs- 
vektor u läßt sich als Summe dreier Vektoren u^'^\ u^*'\ m^^^ dar- 
stellen, von denen der erste, m^^^ die Translation angibt. Dieser ist 
(räumlich) konstant, da alle Punkte des Körpers dieselbe Trans- 
lation erfahren, und kommt deshalb bei Differentiation nach Ko- 
ordinaten, z. B. bei Bildung der Ausdrücke für Rotation und Deh- 
nung in der GL (14) Nr. 5, gar nicht in Betracht. Deshalb ist 
auch von der Translation immer abgesehen, d. h. w^^^ ist gleich 
Null gesetzt worden. Die übrigbleibende Bewegung ist die Über- 
einanderlagerung von Rotation und Dehnung oder, anders ausge- 
drückt, eines Wirbels und einer wirbelfreien Bewegung. Die zu- 
gehörigen Vektoren w^**) und u^^\ welche diese Bewegungen dar- 
stellen, werden als solenoidaler oder quellenfreier Vektor (u^^^) und 
Potentialvektor u^^^ bezeichnet, weil u^^"^ sich durch ein (skalares) 
Potential ausdrücken läßt, und u^**) der „solenoidalen" Bedingung 
div ««('') = genügt, welche aussagt, daß die Vektorlinien (Kraft- 
linien) des Vektors w^'*^ immer geschlossene Kurven sind und nir- 

3* 
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gends Anfangs- und Endpunkte (Quellen und Senken) besitzen^). 
Die Bedingung für die Darstellung von- u^^^ durch ein skalares 
Potential ist eben das Fehlen von Wirbeln oder Rotationen bei 
der durch u^^^ dargestellten Bewegung. Mathematisch wird diese 
Bedingung dadurch ausgedrückt, daß die „Rotation'^ des Vektors 
M^*'^ d. h. der durch die Operation roti*^**^ gebildete neue Vektor 
Null ist. Man überzeugt sich, daß diese Bedingung von dem mit 
u^^) bezeichneten Verschiebungsvektor erfüllt wird, dessen Kompo- 
nenten durch die Gleichungen (11) in Nr. 5 definiert sind. Man 
braucht dazu nur die daselbst angegebenen Werte dieser Kompo- 
nenten in die Definitionsgleichungen der „Rotation^^ einzusetzen, 
nämlich für die drei Komponenten in der x-^ y-, je: -Richtung die 
Gleichungen 

(38) rot^i*«=^ ö-^» rot„«*=-ö- — o > roiu^^ — ^- . 

^ ^ * dy dz^ y dz dx^ ' dx dy 

Sind diese Werte bei irgend einem Vektor Null, so lassen 
sich die Komponenten desselben immer als räumliche Differential- 
quotienten einer einzigen skalaren Größe O ausdrücken, die (ska- 
lares) Potential genannt wird, nämlich 

(39) ^x-^ä^' ^^äy' ""'^J^' allgememt.,»-^, 

wobei ttj die Komponente in einer beliebigen Richtung { ist. Der 
Vektor u wird in diesem Falle Gradient des Skalars O ge- 
nannt*), was in Vektorschreibweise durch 

(40) u = grad O 

ausgedrückt wird. Die Größe von u in irgend einer Richtung Z, 
also die Komponente t/j, ist gleich dem Anstieg der Funktion O 
in dieser Richtung. Ein solches skalares Potential ist immer bei 
wirbelfreier Bewegung vorhanden. 



1) Vgl. V. Ignatowsky, Vektoranalysis ; diese Sammlung Bd.VI,l. 

2) Früher wurde die negative Ableitung — ^ zur Definition des 

dl 

Gradienten benutzt, also der Abfall der Funktion $ als Gradient be- 
zeichnet. Die neue Definition ist mit der in der Infinitesimalrechnung 
üblichen Vorstellungsweise besser im Einklang. Will man entsprechend 

der alten Bezeichnung Wj = — ^ erhalten (mit negativem Vorzeichen), 

so hat man zu setzen u^^ — grad $. 
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Die Wirbelbewegung oder Botation, bei der die „Divergenz" 
Null ist, führt zur Darstellung des die Bewegung angebenden Vek- 
tors, z. B. u^^\ durch das sogenannte Vektorpotential. Wirbelbe- 
wegungen kommen aber bei Schwingungen mit unendlich kleiner 
Amplitude in reibungslosen Medien nicht vor. 

Was för den Verschiebungsvektor u gilt, gilt auch für den 
Geschwindigkeitsvektor u, der ja aus jenem einfach durch Diffe- 
rentiation nach der Zeit hervorgeht. Bei wirbelfreier Bewegung 
ist u der Gradient einer skalaren Funktion go, des Geschwindig- 
keitspotentials. Ist dieses Potential bei irgend einem Problem 
gefunden, so ist damit die Bewegung an allen Stellen bestimmt. 
Da die Einführung des Geschwindigkeitspotentials die Rechnung 
vereinfacht, indem statt dreier Größen — der Komponenten in 
drei Raumrichtungen — nur eine einzige zu bestimmen ist, so 
spielt es besonders bei komplizierten Problemen der Bewegungen 
von Flüssigkeiten und Gasen eine große Bolle. Einfachere Pro- 
bleme, z. B. solche, bei denen alles nur von einer einzigen Koor- 
dinate — außer der Zeit — abhängt, sogenannte eindimensionale 
Bewegungen, werden ebensogut ohne dies Hilfsmittel behandelt. 



IL Abschnitt. 

Elementare Theorie der Yon einer einzigen Koordi- 
nate abhängigen Schwingungen nnd Wellen in kon- 
tinnierlichen Medien. Eindimensionale Probleme. 

3. Kapitel. 

Eigenschwingungen vom Typus der Saitenschwingnngen 

bei festen K5rpem. 

16. Bewegungsgleichung der Longitudinalsohwingungen 
von Stäben und Saiten. Bei gewissen Formen der schwingen- 
den Körper spielen sich die Bewegungen so ab, daß die Lage jedes 
Teilchens im wesentlichen durch eine einzige Koordinate bestimmt 
wird, oder die Bewegung läßt sich wenigstens in mehrere, nur von 
je einer Koordinate abhängige Bewegungen zerlegen, die sich ein- 
fach superponieren. Wenn die Deformationen unendlich klein blei- 
ben, ist Superposition immer gestattet. Solche Körper sind Saiten, 
dünne Stäbe, Gassäulen mit gegen die Länge geringen Querschnitt- 
dimensionen, seien sie gerade oder schwach gekrümmt, kurz alle 
wesentlich in einer Dimension, d. h. linear ausgedehnte Körper. 
Die Schwingungen erfolgen hier bei ganz verschiedenartigen 
Körpern (z. B. festen Saiten und gasgefüllten Pfeifen) teilweise 
nach denselben Gesetzen. Dieselben Gesetze gelten auch für räum- 
lich ausgedehnte ebene Wellen und für Kugelwellen, so daß auch 
diese hier mitbehandelt weiden können und sollen. Zu den Kugel- 
wellen gehören auch die Schwingungen in konischen Pfeifen. Et- 
was andere Gesetze befolgen die Transversalschwingungen der 
Stäbe, die eine besondere Behandlung erfordern. 

Stäbe und Saiten verhalten sich in bezug auf Longitudinal- 

schwiDgungen ganz gleich. Eine Saite ist ein Stab von so geringen 

Querdimensionen — im Verhältnis zur Länge — , daß er außer- 

I ordentlich leicht biegsam ist, also sehr geringe — im idealen 

I Grenzfall keine — Steifigkeit besitzt. Wegen dieser seitlichen 



I 
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Nachgiebigkeit muß die Saite an beiden Enden befestigt, einge- 
klemmt werden, und um ihr eine gerade gestreckte Form zu geben, 
muß sie gespannt werden, womit natürlich eine gewisse Dehnung 
über die natürliche Länge hinaus verbunden ist. Je stärker die 
Spannung, desto größer der Widerstand gegen seitliche (trans- 
versale) Verbiegungen. Daher werden die Transversalschwingungen 
der Saite von der Spannung beeinflußt, der sie unterworfen ist, 
die Longitudinalschwingungen jedoch nur insofern, als wegen der 
durch die Spannung erzeugten Dehnung der Dehnungs - Elastizi- 
tätsmodul E sich ändert. Er muß dann mit dem für die ge- 
rade herrschende Spannung gültigen Wert in die Rechnung ein- 
gesetzt werden. 

Bei allen jetzt zu behandelnden Problemen seien die Verschie- 
bungen M, die Geschwindigkeiten u und die Dichteänderungen von 
der 1. Ordnung unendlich klein angenommen. Höhere Potenzen 
sowie Produkte dieser Größen werden dann von höherer Ordnung 
unendlich klein, können also gegen Glieder der ersten Ordnung 
vernachlässigt werden. 

Der Stab (oder die Saite) habe den überall gleichen Quer- 
schnitt q von im übrigen beliebiger Form. Die Dichte sei ^; die 
Masse eines Stückes von der Längeneinheit ist daher qQ, ein Aus- 
druck der zuweilen als Längendichte des Stabes bezeichnet wird. 
Die (gerade gestreckte) Achse des Stabes sei a;-Achse, die zugleich 
Abszissenachse sein soll. Die Stablänge sei vorläufig unbestimmt. 
Bei Longitudinalschwingungen verschieben sich die von ma- 
teriellen Teilchen gebildeten Querschnitte parallel mit sich selbst 
in der Richtung der Achse x. Dabei entstehen Spannungen nur 
in der a;-Richtung. Während des Zeitelementes dt erleide der an 
der Abszisse x gelegene Querschnitt die Verschiebung^) u mit der 
Geschwindigkeit U; die Werte für den an der Stelle x-\-dx ge- 
legenen Querschnitt sind 

ui'-^^^)^u + ^dx und u(*+^') = u + |^da?. • 
^ dx dx 

Aus der ersten der allgemeinen Bewegungsgleichungeu (6) in 
Nr. 8 erhält man sofort durch Spezialisierung, indem man Ab- 

1) Die Verschiebungen in den Eoordinatenrichtungen x, y^ z 
werden hier und weiterhin der einfacheren Schreibweise wegen mit 
u, v^ w statt u^, My, u^, die Geschwindigkeiten mit u, ü, to statt u^, 
Uy, u^ bezeichnet. 




9^- 
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hängigkeit aller Größen nur von x annimmt und Massenkräfte 
(Schwere) vernachlässigt, also S' — setzt, die Differentialglei- 
chung. Statt X^ wird die hier allein vorhandene Spannung in 
Richtung der Stabachse p genannt. So ergibt sich die Gleichung 

W Q^ ä^- 

Sie ist auch leicht direkt abzuleiten. Man betrachtet das zylin- 
drische Stück des Stabes von der unendlich kleinen Höhe dx 
^^ zwischen den Querschnitten q an den Stellen x 

und x-\' dx (Fig. 4). Auf den Querschnitt q bei 
der Abszisse x, d. h. auf die linke Endfläche des 
Zylinders, wirkt die Kraft jpg in der -|-a?-Rich- 
X x-k-dx tung. Auf den Querschnitt q bei x-\-dx wirkt 

Fig. 4. analog die Kraft 

Zjlindrisches Baum- / ^m \ 

element dt = qdx. — jp(* "^^^^g^— (i? + ö^ dx\ q. 

Sie ist hier mit negativem Vorzeichen anzusetzen, weil die innere 
Normale der rechten Endfläche die — ic-Richtung ist. Die Summe 

beider Kräfte, also — qJ^dx ist die gesamte auf den Zylinder 

wirkende bewegende Kraft, und diese muß nach dem zweiten 
Newton sehen Bewegungsgesetz gleich der Masse des Zylinders 

mal der Beschleunigung, also =qdxQ-^ sein. Durch Einsetzen 

beider Ausdrücke und Wegheben der beiderseits gleichen Faktoren 
erhält man Gl. (l). 

Nun lassen sich Druck p und Geschwindigkeit U einfach durch 
die Verschiebung u des Querschnitts ausdrücken. Es ist 

(2) U = -^ und l>=i-g-- 

Denn mit der Verschiebung u ist die dadurch erzeugte Spannung 

p verbunden und ^ ist die relative lineare Dehnung, d. h. die 

o X 

Dehnung der Längeneinheit des Stabes, oder die Dehnung der 

Strecke dx^ dividiert durch dx. Durch Einsetzen in (1) erhält man 

W dt* ^^ dx*' ^ Q 

als Differentialgleichung der Bewegung der Stabquerschnitte, wo- 
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bei die Konstante c^ bestimmt ist durch 
(4) • ^ 



c* 



Diese Eonstante hängt nur vom Dehnungsmodul E ab, nicht von 
etwaiger Spannung P, welcher der Stab außerdem noch dauernd 
unterworfen ist. Von letzterer nur insofern, als E sich mit P än- 
dern kann; q ist, wie weiter folgt (vgl. Nr. 2Cf) die Geschwindig- 
keit, mit der eine Schwingung sich als Longitudinalwelle längs des 
Stabes fortbewegt. Dieselbe Form der Differentialgleichung, nur 
mit andern Werten der Konstante c ergibt sich für die Schwin- 
gungen linearer Gassäulen (Pfeifen), für ebene Wellen in ausge- 
dehnten Gasatmosphären, für Drillungs- oder Torsionsschwingungen 
von Stäben und Saiten und für Transversalschwingungen von Sai- 
ten. Vor der Integration der Gl. (3) sollen die Gleichungen für 
die beiden letztgenannten Schwingungsarten abgeleitet werden. 

17. Bewegungsgleichung der Torsionsschwingungen von 
Stäben, Hohlzylindem und Saiten mit kreisförmigem Quer- 
schnitt. Die Ableitung der Bewegungsgleichung ist ganz analog 
derjenigen in Nr. 16. Die Verschiebungen der Querschnitte, die 
wieder wie alle andern Größen nur von x abhängen, sind Dre- 
hungen in ihrer eigenen Ebene um die Stabachse. Der Drehungs- 
winkel des Querschnitts bei der Abszisse x sei tf;. Seine Zunahme 

bis zum benachbarten Querschnitt bei x + dx ist diff^=^-^dx 
(Fig. 5). Dies ist der 
Winkel, um den zwei 
benachbarte Quer- 
schnitte gegeneinan- 
der verdreht sind. 
Schneidet man aus 
dem Stab einen kon- 
zentrischen Hohlzy- 
linder von der Dicke 
dr mit den Radien r 
und r-\-dr heraus, so 
gilt das gleiche von 

den ringförmigen 
Querschnitten dessel- 
ben. Jedes Flächen- 
element eines solchen 




2rjf 




-_i 



rdip 

Fig. 6. 
Oben: kreisförmiger Querschnitt. 

Unten: aofgeroUtes Mantelstüok yon der Höhe dx eines 
tordierten Stabes. 
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Ringes von der Größe rdrdm verschiebt sich um den Winkel c2<^, 
also um die Strecke rdtf; in tangentialer Richtung gegen das ent- 
sprechende Element des benachbarten Querschnitts. Diese Strecke, 
geteilt durch den Abstand dx der beiden Querschnitte ist der 
Scherungswinkel 6 (vgl. Nr. 3). Also ist 

(5) d~rp. 

Zwischen ö und dem auf die Flächeneinheit wirkenden rücktreiben- 
den Scherungsdruck P^, der durch die Drillung hervorgerufen 
wird und hier überall tangential (d. h. in der Verschiebungs- 
richtung) wirkt, gilt die dritte der Gleichungen (14) von Nr. 11 
P^^ — Föj die hier mit Bücksicht auf (5) wird^) 

(6) ^. = -^^l!- 

Der Stab bzw. der Hohlzylinder wird durch Querschnitte senk- 
recht zur Achse in flache Scheiben bzw. Bingkörper von der Höhe 
dx zerlegt. Für jeden gilt die Bewegungsgleichung, da es sich um 
drehende Bewegungen handelt, in der Form: 

Drehmoment der wirkenden Kräfte 
— Trägheitsmoment mal Winkelbeschleunigung. 

Die hierin vorkommenden Größen sind zu berechnen. Für einen 
(Kreis-)Hohlzy linder der Höhe dx^ vom Badius r und der Wand- 
dicke dr mit der Dichte g und der Masse m ist das Trägheits- 

moment = mr^ = 27irdrdxQr^^ die Winkelbeschleuoigung = -^ • 

Das Drehmoment ergibt sich aus der Kraft P^. Auf das 
Flächenelement rdrda) der Grundfläche des Hohlzy linaers (bei der 
Abszisse x) wirkt die Tangentialkraft P^, also das Drehmoment P^r. 
Das Drehmoment für die ganze ringförmige Grundfläche ist also 

27trdrP^r = ^itr^drP^, 



Für die benachbarte Fläche bei der Abszisse x-\-dx i^i das Dreh- 
moment , O p V 

1) Das negative Vorzeichen tritt hier auf, weil Pxp nicht die de- 
formierende, sondern die durch die Deformation geweckte rücktreibende 
Schubkraft ist. 

2) Mit negativem Yorzeichen zu nehmen, weil das auf diesen 
Querschnitt ausgeübte Drehmoment offenbar dem auf den anderen 
Querschnitt ausgeübten entgegengesetzt gerichtet ist. 
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Auf den Hohlzjlinder im Ganzen wirkt daher die algebraische 
Summe beider Ausdrücke als 



Drehmoment = — 2'jir^drdx 



d^.p 



dx « 

Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in das obige Bewegungs- 
gesetz erhält man mit Eücksicht'auf den Wert, den P^ nach (6) 
besitzt, unter Weglassung der beiderseits gleichen Faktoren 
27tr^drdx die Gleichung 

Diese Gleichung gilt für jeden beliebigen Hohlzjlinder beliebiger 
Wanddicke, da diese in der Gleichung gar nicht vorkommt, also 
auch für den Vollzylinder, d. h. den Stab mit kreisförmigem Quer- 
schnitt und dessen Grenzfall, die unendlich dünne Saite. Auch hier 
ist wieder zu berücksichtigen, daß Stab und Saite unter beliebiger 
achsialer Spannung stehen können. Diese beeinflußt nur den Wert 
des Torsionsmoduls F (und die Dichte ^), aber nicht die Art der 
Bewegung. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Torsionswellen 
^2 ist von den Querdimensionen des Stabes unabhängig und hängt 
nur vom Material ab. Sie ist im allgemeinen kleiner als die der 
Longitudinalwellen, da F<iJ ist. 

18. Bewegungsgleichung der Transversalschwingungen 

von Saiten. Die Saite habe den überall gleichen Querschnitt ^, 

die überall gleiche Dichte (>, erstrecke sich in der a;-Richtung und 

werde durch die auf die Endflächen wirkende spannende Kraft P, 

p 
also durch den pro Flächeneinheit wirkenden Zug p = — gespannt. 

Die Kraft P kann z. B. durch ein angehängtes Gewicht erzeugt 
werden; sie wirkt dahn gleichmäßig auf alle Querschnitte der Saite. 
Jeder von ihnen wird durch sie um eine mit P proportionale Strecke 
in der Saitenrichtung x aus seiner natürlichen Lage entfernt. Diese 
Verschiebung Uq bleibt konstant, sie charakterisiert die Ruhelage 
der gespannten Saite; über sie lagern sich die periodischen Ver- 
schiebungen der Schwingungen, die mit w, t?, w bezeichnet werden 
sollen. Im allgemeinen kann die Saite die Form einer (doppelt 
gekrümmten) Raumkurve annehmen, wenn nämlich außer u beide 
Transversal Verschiebungen v und w vorhanden sind. Da aber die 
Verrückungen unendlich klein bleiben sollen, so gilt das in Nr. 5 er- 
wähnte Superpositionsprinzip. Man kann auf Grund desselben rück- 
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wärts die allgemeine Transversalverschiebung in zwei tmabhängig 
voneinander verlaufende Verschiebungen v und w zerlegen, die in 
je einer festen Ebene erfolgen. 

Ji^ir nehmen jedoch zunächst den allgemeinen Fall an, daß die 
Punkte der Saite nach allen drei Eoordinatenrichtnngen Verrük- 
kungen Uj t;, tv erfahren. Infolge- der neben v und w vorhandenen 
Yerrückung u dehnt sich die Saite in ihrer eigenen Richtung, die 
mit s bezeichnet werden soll; ein Längenelement der Saite wird 
durch ds dargestellt. Mit dieser Dehnung in der Richtung s ist 
auch eine Vergrößerung der vorhandenen Spannung p verbunden ; 
aber Dehnung und Spannungsvergrößerung sind unendlich klein. 
j> ß> Ein Punkt Ä der Saite gelange durch 

die Verrückungen m, v, w nach Ä' (Fig. 6); 
der um dx von Ä entfernte, benachbarte 
Punkt B erfuhrt die Verrückungen u-\-du^ 
seiüiche v^wchiebuBg der V + dv, w + dw xuiä gelangt nach B\ Da- 

Paukte einer gebogenen \. - - j. if -nf ■> 3 j du , /, 

Saite. bei ist J. ^ = ds und rft« = ^— aa; = w dx^ 

V X 

dv = vdx. dw = w'dx. indem w' für 75^- , v für a— » w für -x— 
' ' dx^ dx^ dx 

gesetzt wird. Die Koordinaten der Endpunkte von ds sind also 

x + dx + u + du^ V'\-dVj w + dw. 
Daraus folgt 

ds^ == (dx + duy + dv^ + dw^ 

-'"■[('+f3"+(ll)'+('3>'"'[(>+"T+."+»"]. 

Da nun u\ v\ w unendlich klein von derselben Ordnung sind, so 
folgt mit Vernachlässigung quadratischer und höherer Glieder 

5' (8) ds^dxil-^u), 

^^^.-^'^'/^ll Es ergibt sich also, wie es sein muß, eine 

j ^,^^;g\_ /-j i lineare (unendlich kleine) Dehnung. 

/" djr+du/ j Sind ferner a, j3, y die Winkel, welche ds 

i.\ ^'^ ^/ i mit den Achsen x, y, z bildet^ so folgt (vgl. 

Au B~u + du Fig. 7) 



LängenelemSnleinerBidte /oN /^^ + du^dS COS «, dv = dS COS ß, 

bei allgemeiDSter xinend- \*'/ | jj ■< 

Uoh kleiner Verrttckung. \. ÖM; = ÖS COS y, 
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und hieraus erhält man mit Rücksicht auf (8) unter Vernachläs- 
sigung unendlich kleiner Glieder 

(10) cos a =- 1 , cos p = ^ = v , cos y =« -^ = w . 

Dies bedeutet, daß die Saite nahezu gerade bleibt, so daß man 
überall s durch x ersetzen kann. 

Die Dehnung der Saite ist u\ also wird die gesamte in der 
Saiten richtuDg 5, d. h. angenähert in der Richtung x wirkende 

spannende Kraft P+giJw'=P-|-g^JKx—, wobei JEJ der Dehnungs- 
modul für die durch P gespannte Saite ist. Diese Spannung ist 
längs der Saite nicht mehr konstant, da ^— sich langsam mit dem 

Orte ändert; P dagegen ist konstant. Auf das Längenelement 
dx(j=ds) der Saite zwischen den Punkten Ä und B wirken also 
am Punkt u4. die Kraftkomponenten 

iX=-{P+ qEu) cos a (P+qEu") 

(11) I Y (P+qEu) cos jS^ lp+qEu)v\ 

I Z « — (P + qEu) cos y = — (P + qEu)w. 

Sie sind mit negativem Vorzeichen versehen, weil die Richtung 
der am Endpunkt A von ds wirkenden Kraft, die von dem links 
gelegenen Saitenteil auf ds ausgeübt wird, offenbar nach links, 
d. h. in die negative aJ-Richtung föUt. 

Am Punkte B wirken ebenso (hier mit positivem Vorzeichen 
versehen, weil die Spannung nach -{-x hin wirkt) die Kräfte 



(IIa) 



dx 

r(-+<'-)= (i'+ gi<;M>'+ ^(^i^'*>'J dx 



dx 

Die algebraischen Summen von X und Z(*+<'*), Y und r(^+<'^) 
usw. sind die auf das Längenelement dx wirkenden Kräfte; sie er- 

geben sich z\i^)qE-^-^dx, P^—^dx, Ptt-yC^ä;. Diese Größen müssen 

1) Bei dieser Ableitung ist zu beachten, daß P konstant, also 

dP 

— — = ist. Weiter ist die infolge der Ausbiegung und der dabei 

X 
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gleich den entsprechenden beschleunigenden Kräften sein, d.h. gleich 
^ Ti*^ ^"^«» *** a*« j woraus, da die Masse m^gqdx ist, durch 

Gleichsetzung beider Seiten and Weglassung identischer Faktoren 
rechts und links folgt 

^ ^ äit»'~7ä^' W^'Qdx*' Tt^^'^Jx*' 

Alle drei Yerrückungen befolgen also formell dasselbe Gesetz 

wobei die Konstante c, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Wellen, gegeben ist durch die Beziehung 



(14) 



cj = — für Longitudinalwellen 

0* = — = — für Transversalwellen: 
9 <19 ' 



qq ist die Masse eines Saitenstückes von der Länge Eins und wird 
auch Längendichte genannt. 

Die Longitudinalwellen der Saiten unterscheiden sich in 
nichts von denen der Stäbe, für beide hat c den gleichen durch 
die Materialkonstante E bestimmten Wert Cj. Die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der Torsionswellen war nach Nr. 17 ebenfalls 
durch eine Materialkonstante, den Torsionsmodul JP, bestimmt; 
sie ist durchweg kleiner als die der Longitudinalwellen, da ^< JE7 

ist. (Im Mittel ist JP = — bis -^Y Die Fortpflanzungsgeschwindig- 



P 

eintretenden Verlängerung zu — hinzukommenden Zusatzspannung 

P * 

Eu' klein gegen — . Daher kann in der Summe P-|- qE%i das letzte 

jL 

Glied vernachlässigt werden; das bei der Differentiation noch auf- 

tretende Glied v'qE^ — ist aus demselben Grunde zu vernachlässigen, 

et x 

weil qEv' von derselben Größenordnung ist wie qEu, Will man nur 
die Gleichungen der Transversalscbwingungen ableiten, so kann man 
von vornherein die Zusatzkraft qEu gegen P vernachlässigen. Für 
eine strengere Herleitung der Gleichungen (12) hat man die Glei- 
chungen (6) von Nr. 8 anzusetzen und 3£/ v, 3i, . usw. aus den Grenz- 

bedingungen Nr. 11 zu berechnen, indem man die äußeren Kräfte 

^j V^ S sämtlich gleich Null annimmt. 
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keit der Transversalwellen (von Saiten) wird durch die willkürlich 
wählbare Spannung p bestimmt und ist daher wie diese willkür- 
lich zu verändern. Sie ist immer wesentlich kleiner als jene beiden 
ersten Werte, da die anwendbaren Spannungen, die natärlich unter 
der Grenze der Zerreißfestigkeit, meist sogar sehr erheblich dar- 
unter liegen, weit kleiner sind als der Dehnungsmodul. Der Größen- 
ordnung nach ist das Verhältnis etwa 1 : 100 bis 1 : 10000, so daß 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten von Transversal- und Longi- 
tudinalwellen (und daher auch die zugehörigen Schwingungs- 
zahlen) sich wie 1 : 10 bis 1 : 100 verhalten. Tabelle 1 gibt eine 
kleine Übersicht darüber; für die Konstanten E und F^ die be- 
kanntlich je nach der Herkunft und Bearbeitung des Materials 
etwas variieren, sind die von F. Kohlrausch ^) zusammengestellten 
mittleren Werte angenommen worden. 

19. Integration der Bewegungsgleichung nach d*Alem- 
bert. Die Integration der Differentialgleichung (3) in Nr. 16 bzw. 
(13) in Nr. 18 kann nach zwei verschiedenen Methoden erfolgen, 
die von d'Alembert und von D. Bernoulli gefunden sind und 
das Integral in verschiedener Form liefern. Die Bernoulli sehe 
Lösung mittels partikulärer Integrale ist für die Akustik die 
wichtigere; sie stellt die ausgebildeten stehenden Schwingungen 
dar. Die d'Alembertsche Lösung lehrt die Ausbildung dieser 
stehenden Schwingungen aus fortlaufenden Wellen durch mehr- 
fache Eeflexion an den Enden des schwingenden Systems kennen. 

Die d'Alembertsche Lösung. 

Durch Einführung zweier neuer Variablen § und 17 anstelle 
von X und ^, die linear mit diesen zusammenhängen, wird die vor- 
liegende partielle Differentialgleichung 1. Ordnung und 1. Grades 
umgeformt. Man setzt 



(15) 



Daraus folgt 



^^x + ct also oc'^-^i^ + v) 
ri = x-ct t^~(^-ri). 






dn' 



1) F. Kohlrausch, Lehrbuch der prakt. Physik, 11. Aufl., 1910, 
Tabelle 20 auf S. 709. 
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und durch Einsetzen dieser Werte geht die Differentialgleichung 
(13) über in 

Diese Gleichung liefert, nach rj integriert, 

ä|=<P(i). 

WO 0\i) eine Funktion bloß von §, nicht auch von r^ ist; und 
dies gibt, nach ^ integriert, 

(17) M= a>(^) + W{ri) - a>(x + et) + W{x-'Ct), 

HinzufQgung einer Integrationskonstante ist nicht nötig, da diese 
schon in O oder ^ mitenthalten zu denken ist. 

Diese Lösung zeigt, daß die allgemeine Bewegung, welclie der 
Differentialgleichung genügt, die Übereinanderlagerung zweier, in 
ihrer Form zunächst beliebiger Wellenzüge ist, von denen einer 
{W) nach der positiven aj-Richtung, der andere (^) nach der nega- 
tiven a?- Richtung hinläuft, und zwar beide mit derselben Ge- 
schwindigkeit c (vgl. dazu Bd. I, Nr. 8).^) Die Form der Funk- 
tionen O und W sowie die Entscheidung darüber, ob beide oder 
nur eine und welche von ihnen in Betracht kommen, wird durcli 
den Zustand der Saite, den sie zu irgendeiner gegebenen Zeit 
(meist dem Anfangspunkt der Zeit) besitzt und durch die Be- 
dingungen, welche an den Enden der Saite (oder des Stabes) zu 
erfüllen sind, bestimmt, d. h. also in der gebräuchlichen Ausdrucks- 
weise durch den Anfangszustand und die Grenzbedingungen. 
Man kann diese zusammenfassend als zeitliche und räumliche 
(oder örtliche) Grenzbedingungen bezeichnen. 

1) Daß die Verbindung der Orts- und Zeitvariablen x und t in 
der Form x-\-ct und x — et als Argument beliebiger Funktionen 
ein Fortschreiten der Bewegung in Wellenform ergibt, erkennt man 
leicht. Diese mit £ und r\ bezeichneten Größen und damit auch die 
Funktionswerte $ bzw. W bleiben offenbar dieselben, wenn man mit 
t auch X in geeigneter Weise variiert, d. h. zu einem anderen Orte 
(in Richtung wachsender oder abnehmender x) übergeht. Wenn t 
um dt wächst, muß x um dx^edt zunehmen (bei der Funktion 
mit dem Argument x — et) oder abnehmen (bei derjenigen mit x-\-et\ 
damit das Argument und die Funktion konstant ihren Wert behalten. 
Um die Strecke dx ist der Zustand in der Zeit dt fortgewandert, 
und das Verhältnis dx/dt, das sich hier konstant = c ergibt, ist 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit (vgl. Bd. I Nr. 8). 

EaUhne: Akustik II. 4 
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Die räumlichen Orenzbedingungen können je nach den um- 
ständen verschieden gewählt werden, sind aber meist durch die 
Natur der Dinge in jedem einzelnen Fall auf einige besondere be- 
schränkt; bei einer biegsamen Saite z. B. müssen offenbar beide 
Enden befestigt (eingeklemmt) sein, bei einem Stab können sie 
fest oder frei sein usw. Als ideale Fälle können allerdings auch 
die vorkommen, daß ein oder beide Enden im Unendlichen liegen, 
so daß es gleichgültig ist, wie sie dort beschaffen sind. Doch ist 
das lediglich ein gedachter Fall, der nur immer kurze Zeit ver- 
wirklicht ist, nämlich immer nur solange, als eine von einem 
mittleren Punkt der Saite ausgehende Welle noch nicht das Ende 
erreicht hat, an dem stets Reflexion, also Störung der ursprüng- 
lichen Bewegung stattfindet. Für die Akustik kommen diese Fälle 
praktisch nicht in Betracht, sie sind aber trotzdem wichtig, weil 
sie in das Wesen der Wellenbewegung und die Entstehung der 
stehenden Wellen oder Schwingungen Einblick gewähren. 

20. Räumliche und zeitliclie Grenzbedingungen. Der 

Anfangszustand (zeitliche Grenzbedingung). Für alle 
Punkte des schwingenden Systems muß Lage und Geschwindig- 
keit zu einer beliebigen Zeit gegeben sein, dann ist der weitere 
Verlauf der Bewegung nach den Gesetzen der Dynamik völlig be- 
stimmt. Es müssen also 

Verrückung u (bzw. v und w) als Funktion von x 
und 

Geschwindigkeit -wr (bzw ^ usw.) als Funktion von x 

für alle Werte x längs der ganzen Stab-(Saiten-)länge für diesen 
einen Zeitmoment gegeben sein. 

Die (räumlichen) Grenzbedingungen. Sie sind für die 
verschiedenen Fälle gesondert zu behandeln. 

I. Longitudinalschwingungen von Stäben. Der Stab 
kann an irgendeinem Punkte seineft* Länge (z. B. in der Mitte) 
eingespannt sein, dann sind beide Enden frei, oder er kann an 
beiden Enden festgeklemmt sein (beide Enden fest); oder schließ- 
lich kann ein Ende fest und eines frei sein. Der wichtigste Fall 
ist hier derjenige mit zwei freien Enden. 

An festen Enden — und ebenso natürlich an etwaigen Klemm- 
stellen auf der Länge des Stabes, die zu Knoten werden — muß 
offenbar die Verrückung w = sein. Da die benachbarten Quer- 
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schnitte sich diesen Querschnitten periodisch nähern und entfernen, 
so finden hier periodische Dilatationen und Kompressionen, also 
Dichteänderungen, und zwar in besonders hohem Grade statt. 

An freien Enden ist die Beweglichkeit nicht beschränkt und 
es findet kein Widerstand, kein Gegendruck statt. Daher ist an 
diesen Stellen auch keine Dilatation oder Kompression und Dichte- 
änderung vorhanden Für ein freies Ende gilt daher die Bedingung 

ox 

n. Torsionsschwingungen von Stäben. Hier gelten ähn- 
liche Betrachtungen. Die Enden können fest (eingespannt) oder 
frei sein. 

An festen Enden — und überhaupt an den Befestigungsstellen 
des Stabes — muß der Drehungswinkel tf; = sein. 

An freien Enden verschwindet die Scherung, also muß dort 

0-^ = sem. 

ex 

III. Longitudinal- und Torsionsschwingungen von 
Saiten. Die mathematischen Bedingungen haben dieselbe Form 
(w = bzw. 1/; = O) wie bei Stäben; es kommen nur feste Enden 
vor, freie sind hier ausgeschlossen. 

IV. Transversalschwingungen von Saiten. Auch hier 
sind nur feste Enden zu berücksichtigen. An diesen muß die 
Verrückung verschwinden, d. h. es muß v (bzw. w) « sein. 

21. Berechnung von 0{x + ct) und W(x-^ct) aus den 
Anfangs- und Grenzbedingungen für den beiderseits unbe- 
grenzten Stab (oder Saite). Zu unterscheiden sind die drei Fälle, 
des beiderseits unbegrenzten, des einseitig begrenzten und des beider- 
seits begrenzten Stabes (oder der Saite). 

a) Beiderseits unendlich langer, unbegrenzter Stab 
oder Saite. (Bäumliche) Grenzbedingungen sind nicht vorhanden. 
Die zeitlichen Bedingungen in der Form der Anfangsbedingungen 
sind: zur Zeit ^«»0 muß Lage und Geschwindigkeit der Teilchen 
als Funktion ihrer Buhelage x längs des ganzen Stabes, also von 
a; = — oo bisa;=-|-cx) gegeben sein. Wenn man diese Funktionen 
f(x) und g{x) nennt, so sind die Anfangsbedingungen: 

(18) Für ^ = 0: u^^ f(x) und (|^) =-g(x). 

Das liefert mit Bücksicht auf Gl. (17) in Nr. 19, indem man 
darin t^O setzt, bezw. sie nach t differentiiert und dann ^ » 

4* 
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(20) 



setzt, die Bestimmungsgleichungen für und W: 

(19) 0(x)+W(x)^u,^f{x), 

'du' 

^' und ^' bedeuten die Differentialquotienten von O und W 
nach dem ganzen Argument der Funktionen, also nach x-\-ct bezw. 
X — et Durch Multiplikation der Gleichung (20) mit dx und In- 
tegration nimmt sie die Form an 



c0\x)^cW\x)^(^)^g(x), 



(20 a) 



0{x) - W{x) = jjg{x)dx + 20, 



wo das Integral auf der rechten Seite natürlich ebenfalls eine von 
x = — oo bis + oo gegebene Funktion von x, und 2 C die will- 
kürliche Integrationskonstante ist. 

Durch Addition und Subtraktion von (19) und (20 a) folgt 



(21) 



oix) = I [fix) + -fgix) dx] + C, 



statt mit X kann man nun das Argument beliebig anders be- 
zeichnen. Setzt man nach Ausführung der Integrationen statt x 
in der ersten dieser Gleichungen x + ct^ in der zweiten x — et ein, 
so erhält man die gesuchten Wellenfunktionen 



0{x + ct)=l [f(x) + ^fgix) dx]+C, 



(21a) 



x = x + ct 



rp(x-ct) = ^ [f(x) - lfg{x) dx]-C. 



x = x — ct 



Bei der Bildung von u durch Addition der beiden Wellen fällt 
die Eonstante C ganz weg, sie ist also belanglos und kann des- 
wegen = gesetzt werden. 

Im allgemeinen sind O und W beide von Null verschieden, 
es entstehen also im allgemeinen zwei nach entgegengesetzten 
Richtungen fortschreitende Wellen. Soll nur eine, etwa die nach 
-\-x fortschreitende ^^, entstehen, so muß, damit die andere, hier 
0, dauernd verschwindet, eine Beziehung zwischen f(x) und g{x\ 
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d. h. zwischen Gestalt der Schwingungskurve und Geschwindigkeit 
der Teile, bestehen; nämlich in dem gewählten Beispiel 



/■(^) + j/i/C^)«^^ 2C. 



Durch Dififerentiation läßt sich diese Bedingung etwas umformen, 
und man erhält: es ist dauernd 

<P = , wenn g(x) = — cf{x) , 
^= 0, wenn g{x) = + c/''(^) 

ist. Im ersten Fall ist nur eine nach -|-^> ini zweiten nur eine 
nach — X fortschreitende Welle vorhanden. Die Fälle, in denen 
eine der beiden Funktionen f{pc) und g(x) gleich Null ist, wo 
also zur Zeit Null die Saite — um diese als anschaulichstes 
Beispiel zu wählen — aus einer von der Ruhelage abweichenden 
Lage ohne Anfangsgeschwindigkeit losgelassen wird {ß = 0) oder 
in der Ruhelage durch einen Stoß oder Schlag eine Geschwindig- 
keit erhält (/*=0), ergeben immer zwei nach -\-x und — x fort- 
schreitende Wellen. 

I.Fall: Gezupfte, d.h. ausgebogene und losgelassene 
Saite. Es ist g{x) = 0. Die beiden Wellen werden 

(22) 0{x + ct)=^\f(x-{-ct), W{x — ct) = \f{x — ct), 

indem man, wie erlaubt, C = setzt. 

Das bedeutet: eine durch das Zupfen erzeugte Ausbiegung 
(Wellenberg) teilt sich in zwei 
gleichgestaltete, nach -|- x und — x 
fortschreitende Wellen von der hal- 
ben Höhe des Berges (Fig. 8). Die Fig. s. 
Verrückung der Teilchen (Elonga- LrA^fot^ÄVe^eS^^tS 

tion) hat bei beiden dieselbe Rieh- eine nach rechts fortschreitende WeUe ff' 
1 1 bei der gezupften Saite. 

2. Fall: Geschlagene Saite. Es ist f{x) « 0. Die beiden 
Wellen werden, indem wieder C = gesetzt wird. 




(23) 



<J)(a; + et) =» [^ J g{x) dx^ ; 



Z=:X-{-Ct 



W(x-ct) [^/K'")«'^]- 



X=iX — Ct 
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Fig. 9. 

Entstehung der beiden Wellen <t» und 
W auf der geschlagenen Saite bei spe- 
zieller Form des Schlages. 



Das bedeutet auch die Entstehung zweier in der Form gleicher 
Wellen, die in entgegengesetzter Richtung laufen; nur sind die 
Verrückungen (Elongationen) der Saitenteilchen nach entgegen- 
gesetzten Richtungen (+ v und — v) 
gerichtet (Fig. 9). In dieser Darstel- 
lung ist der größeren Einfachheit 
wegen angenommen, daß das Integral 

I g(x)dx an den Enden des geschla- 
genen Stückes Null wird. Dazu ist 
nötig, daß die Geschwindigkeit 
v^=^g(x) der Saitenteilchen innerhalb dieses Stückes zum Teil 
positiv, zum Teil negativ gerichtet ist, und zwar so, daß die 
Flächenintegrale beider Teile dem absoluten Werte nach gleich 
sind. Bei dem Anschlag eines Hammers an die Saite (z. B. bei der 
Klaviersaite) ist diese Voraussetzung gerade nicht erfüllt, worauf 
hier zur Vermeidung von Mißverständnissen und Irrtümern auf- 
merksam gemacht werden soll. Ein solcher Schlag erzeugt nur 
Geschwindigkeiten nach einer Seite hin. 

22. Berechnung von 0{x + €t) und W{x^Ct) für den 
einseitig begrenzten Stab (oder Saite), b) Einseitig, bei 
ir = 0, begrenzter Stab (Saite). Zu den in Nr. 21 abgeleiteten 
Sätzen kommen hier noch solche, welche aus der Berücksichtigung 
der Grenzbedingung bei a? = hervorgehen. Die an diesem Punkt 
eintreffende Welle 0(x-{- ci) wird reflektiert und zwar je nach der 
Art der Grenzbedingung in verschiedener Weise; an einem freien 
Stabende erfolgt die Reflexion ohne Phasen änderung, d. h. Wellen- 
berg als Berg, Wellental als Tal; an einem festen (eingespannten) 
Stab- oder Saitenende mit Phasenumkehr, d. h. Wellenberg als Tal, 
Wellental als Berg. 

Der Stab oder die Saite erstrecke sich von o? = bis rc =» + <x>. 
Die Anfangsbedingungen, d. h. die Funktionen f(x) und g{x)j 
sind infolgedessen nur für Werte von x zwischen und -f oo 
gegeben. 

Die Grenzbedingungen bei a; = sind: w = für ein festes, 

^5— = für ein freies Ende. 

dx 

1. Fall: festes Stab-(Saiten-)ende bei a; = 0. Aus der 
Grenzbedingung u=»0 für aj = folgt, wenn man in (17) Nr. 19 
«=-0 setzt, die für aUe Zeiten gültige Bedingung, 
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(24) 0(ct)+W(—ct)'=^O, oder W{-e) (P(jp), 

indem man das Argument statt durch et allgemeiner durch den be- 
liebig gewählten Buchstaben z ausdrückt. — Diese Gleichung in 
Verbindung mit (21) erlaubt, O und W für alle vorkommenden 
Argumentwerte aus den Anfangsbedingungen zu berechnen. 

Durch (21) allein sind O und W hier nur für positive Argu- 
mentwerte bestimmt, da f(x) und g{x) nur für solche Werte ge- 
geben sind. Man braucht aber W auch für negative Argumente, 
d& X — et für hinreichend große Werte der Zeit t bei jedem Werte 
X schließlich negativ wird. O dagegen enthält bei positivem t nur 
positive Argumente x-\-ct. Will man jedoch in die Vergangen- 
heit zurückgehen — etwa um zu sehen, wie der angenommene 
Anfangszustand seinerseits wieder durch Übereinanderlagerung von 
Wellen entstanden ist — , so braucht man auch O mit negativen 
Argumentwerten. Dazu dient ebenfalls (24), indem man daselbst 
t bzw. negative Werte beilegt. 

Physikalisch betrachtet ist der Vorgang folgender: Die zur 
Zeit ^ = vorhandene, auf irgend eine Weise entstandene Welle 
W(x — et) schreitet nach rechts (+ x) hin unverändert und un- 
behindert fort, indem immer diejenigen Stücke des Stabes oder 
der Saite von der Bewegung ergriffen werden, für welche das 
Argument x — et zu der betreffenden Zeit innerhalb des Inter- 
valles liegt, in dem die Funktionen f und g bezw. eine von ihnen 
von Null verschiedene Werte haben. 

Die zur Zeit f — vorhandene Welle 0(x-{-et) schreitet ebenso 
nach links ( — x) fort, bis sie den Punkt x = erreicht. Dort wird 
sie reflektiert, d. h. in eine Welle ^ umgewandelt, die die Form 
der bisherigen Welle O hat, jedoch mit negativen Ordinaten 
[vgl. (24)], und die nun nach rechts (-f x) hin fortschreitet. Die 
nach links laufende Welle scheidet damit aus, und es bestehen 
nunmehr zwei nach rechts (+ x) hintereinander herlaufende Wellen 
W^ die vordere von der ursprünglich vorhandenen ^-Form, die 
nachfolgende von der (umgekehrten) Form der ursprünglichen 
(P-Welle. 

Man kann sich das VerhaUen einfach veranschaulichen, wenn 
man sich die Saite (den Stab) über a? = hinaus nach — oo hin 
fortgesetzt denkt. Die nach links laufende (P -Welle tritt dann bei 
x^O auf diesen gedachten negativen Teil über, scheidet also aus 
dem reellen System aus ; dagegen tritt, von der gedachten negativen 
Verlängerung herkommend, eine Welle auf die Saite über, welche 
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festes Ende 



Pig. 10. 



Fig. 11. 




.iff 



^^ 



\ 



freies Ende 
Fig. 10: Negative Beflexion an festem, 



ip 



,-""\ 



die Form der verschwundenen (P -Welle besitzt, jedoch gespiegelt 
in bezug auf die y- Achse und auch die a;- Achse (vgl. die Fig. 10). 

Die Übereinanderlage- 
rung der ankommenden 
Welle O und der reflektier- 
ten Welle W (mit negati- 
ven Ordinaten) ergibt an 
der Stelle ä==0 dauernd 
Ruhe, wie man auch aus 
'der Figur sofort ersieht. 
2. Fall: Freies Stab- 
ende bei a;==0. DieGrenz- 

Fig. 11: Fositive Beflexion an freiem Ende eines hedin ffunff ist — ^ = fur 
Ausgezogene Kurve : naoh. links laufende /^ tt i rr -i 

</> -Welle. x = 0. Unter Zugrunde- 

^^■*^!weue^'''''* •* "*°^ "'**' ^*''"''** legving derselben ergibt sich 

aus der nach x differenti- 
ierten Gl. (17) in Nr. 19 

(25) 0\ct) + W\- et) = oder W'i- -2^)== - 0\i}, 
Durch Integration folgt daraus 

(26) W('- 0)^ + 0(0). 

Diese Gleichung, welche Gl. (24) entspricht, zeigt, daß im 
Gegensatz zu dort die Beflexion ohne Phasenumkehr erfolgt, also 
Wellenberg als Berg, Wellental als Tal (positive Reflexion). Für 
die beim Überschreiten des Punktes x = ausscheidende Welle 
0(x-\-ci) tritt eine an Form gleiche, nur in bezug auf die y- Achse 
gespiegelte Welle W(x — ct\ die nach wachsenden x hin fort- 
schreitet, auf den Stab über (Fig. 11). 

23. Berechnung von 0{x + ct) und W{x — €t) für den 
beiderseits begrenzten Stab (oder Saite), c) Beiderseitig, 
bei a; = und x = l^ begrenzter Stab (Saite). Für die An- 
fangsbedingungen, also die Form der Wellen, bleiben die früheren 
Sätze (vgl. Nr. 2l) in Kraft. Die räumlichen Grenzbedingungen er- 
geben hier an beiden Enden Reflexionen, so daß die einmal er- 
zeugten Wellen dauernd über den Stab (die Saite) hin und zu- 
rück laufen. 

Sind die Grenzbedingungen an beiden Enden gleichartig (d. h. 
sind beide Enden fest oder beide Enden frei), so wiederholt 
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freies Ende 



freies Ende 








festes Ende 



festes Ende 



Fig. 12. 

Hin- und Hergang einer Welle über einen 

beiderseitig begrenzten Stab mit einmaliger 

Befiezion an jedem Stabende. 

a: Stab mit 9 freien Enden, 
h\ Stab mit 9 festen Enden. 



sich offenbar jeder Vorgang genau in der ursprünglichen Form, 
nachdem die Welle an beiden Enden je einmal reflektiert worden 
ist, also die Stablänge l zweimal durchmessen hat. Man braucht 
sich nur das Bild der reflek- 
tierten Welle zu vergegenwär- 
tigen, um dies zu erkennen. 
In Fig. 12 sind die einzelnen 
Phasen, die Hin- und Her- 
gänge einer Welle, bis sie 
wieder die ursprüngliche Form 
und Richtung hat, dargestellt. 
Diese Phasen, hier zwei, sind 
mit den Zahlen 1 und 2 be- 
zeichnet. Die nach links ge- 
hende Wellenphase, <l>, ist 
durch eine ausgezogene Kurve, 
die nach rechts gehende, ^^, 

druch eine gestrichelte dargestellt. Alle Vorgänge sind also in 
diesen beiden Fällen periodisch, und zwar mit der räumlichen 

2 l 
Periode 21, der doppelten Stablänge. Die zeitliche Periode ist T= — ; 

das ist die Zeit, in welcher die Welle mit der Geschwindigkeit c 
die Strecke 2Z durchläuft. 

Sind die Grenzbedingungen an beiden Enden imgleichartig, 
d.h. ist ein Ende fest, das andre frei, so findet an jenem nega- 
tive, an diesem positive Re- 
flexion statt, und das bewirkt, 
daß sich jeder Vorgang erst 
nach vier Reflexionen, je zwei 
an jedem Ende, vollkommen 
genau wiederholt (vgl. Fig. 13, 
für die das bei der vorigen 
Figur Gesagte gilt; nur sind 
hier vier Phasen zu unter- 
scheiden). Hier ist also die 
räumliche Periode doppelt so 
lang, nämlich gleich der vier- 
fachen Stablänge 4 1. Die zeit- 

liehe Periode ist T= — , also 



festes Ende 



freies Ende 




festes Ende 



freies Ende 



Fig. 18. 

Hin- und Hergang einer Welle über einen 

beiderseitig begrenzten Stab mit zweimaliger 

Beflexion an jedem Ende ; links festes, rechts 

freies Eüde. 

a\ die beiden ersten, 

/9: die beiden letzten Phasen des Vorganges. 
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auch doppelt so groß wie im yorigen Falle. Das bedeutet, daß die 
(Grund-) Schwingung eines solchen Systems doppelt so langsam 
erfolgt, wie die eines Stabes oder einer Saite mit zwei gleich be- 
schaffenen Enden (ygl. auch Nr. 25). 

Das Spiel der hin und her laufenden Welle, die an den Punk- 
ten oj = und x='l reflektiert wird, läßt sich darstellen, indem 
man sich zwei gegeneinanderlaufende Wellenzüge denkt, von denen 
der eine nach +^j ^^r andere nach — x fortschreitet, und deren 
Übereinanderlagerung innerhalb der Strecke a; = bis oj == ? den 
Schwingungszustand daselbst ergibt. Im ersten Fall (beide En- 

fest fest 



Fig. 14. 

ModeU JEur Yeranacliatilichniig der WeUenbewegnng auf einem beiderseiis fest ein- 
gespannten Stab (Saite) zwischen und I. Die ausgezogenen WeUen laufen nach links, 

die gestrichelten nach rechts. 

a und b sind die beiden entgegengesetzten Phasen des Yorganges. 

den fest oder beide Enden frei) ist die Welle periodisch mit 
der Länge 2 Z, d. h. es ist immer derselbe Zustand vorhanden inner- 
halb der Felder a; « bis x = l, x^2l bis 3 i, 4 Z bis 61 usw. 
und auf der negativen Seite zwischen — l und — 2 Z, — 31 und — 41 
usw.; der zu dem vorigen spiegelbildliche Zustand (vgl. Nr. 22 und 
Fig. 10) ist vorhanden auf den Strecken Z bis 2Z, 31 bis 4i usw., bis 
•— Z, — 2Z bis — 31 usw. Die erstgenannten Wellen schreiten nach 
der einen Eichtung (etwa nach links), die letztgenannten nach der 
entgegengesetzten, also nach rechts hin fort (Fig. 14). Dieses Modell 
veranschaulicht die Bewegung der direkten und reflektierten Welle 
im Gebiet von a; = bis x=l. Gleichzeitig kann aber natürlich 
noch eine Welle W vorhanden sein, die von < == an in diesem 
Gebiet nach -f- x hin läuft und ganz entsprechende Reflexionen an 
den Enden erleidet. Diese ^- Welle wird durch ein ähnliches Modell 
veranschaulicht, nur ist hier die ursprüngliche Bewegung nach -[" ^ 
(rechts), die reflektierte nach — x (links) hin gerichtet. Beide Wellen, 
O und 'F, zusammen mit ihren reflektiei'ten Wellen, geben die all- 
gemeinste Bewegung, die überhaupt möglich ist. 
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Sind O und W Sinuswellen von gleicher Amplitude, so ergibt 
sich als Resultat der Übereinanderlagerung beider Wellenzüge die 
stehende sinusförmige Schwingung der Saite oder des Stabes mit 
Knoten bezw. Bäuchen an den Enden (und eventuell einem oder 
mehreren Knoten und Bäuchen im Innern der Saitenlänge), wenn 
die halbe Wellenlänge — der Wellenberg oder das Wellental — 
gleich der Stablänge (Saitenlänge) l oder einem ganzzahligen Sub- 

multiplum derselben (^, -« ^sw.j ist. Vgl. Fig. 15. 



fest fest 




a 



Fig. 15. ModeU sstir WeUenbewegang wie in Fig. 14 mit SinuBwellen. Bildung stehen- 
der WeUen mit Knoten an beiden Enden {x = und x=l). 

Phase a: Maximale Elongation der resultierenden Schwingung (stark ausgezogene 

Kurve) ; die erzeugenden Wellen faUen genau übereinander. 
Phase b: Elongation Null der resultierenden Schwingung; die erzeugenden Wellen 

(nach links laufende ausgezogen, nach rechts laufende gestrichelt) haben überall 

entgegengesetzte Elongation. 

Durch Übereinanderlagerung verschiedener Sinuswellen, deren 

21 l 
Länge 2 J, Z, — , ^ usw. ist, also im Verhältnis der ganzen Zahlen 

abnimmt, kann man beliebig geformte stehende Wellen erhalten; 
denn diese Übereinanderlagerung stellt, mathematisch betrachtet; 
in jedem Augenblick eine Fouriersche Reihe dar. 

Im zweiten Fall (ein Ende fest, das andere frei) ist 
die Welle periodisch mit der Periode 4Z, d. h. es ist immer der- 
selbe Zustand in bezug auf Form und Fortschreitungsrichtung der 
Welle vorhanden in den Feldern x=^0 bis x = l, a;~4Z bis 5/, 
8Z bis 9 L . ., — 3Z bis — 4Z, — 71 bis — Sl usw., kurz immer in 
den um 4Z voneinander entfernten Feldern. Das entsprechende 
gut für die anderen Felder, und zwar sind nach dem oben Ge- 
sagten und in der Fig. 13 Dargestellten für jede Welle vier ver- 
schiedene Zustände zu unterscheiden, von denen zwei als Wellen 
nach rechts, zwei nach links fortschreiten. Die Verteilung auf die 
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Tabelle 2. 



Bewegungsrichtung der VVelL 


B 


nach 




nach 1 


links 




rechts 


* links 


rechts 


1. Phase 




4. Phase 


3. Phase 


2. Phase 


bis l 




l bis 21 


21 bis Sl 


Sl bis 42 


AI „ dl 




dl „ Sl 


Sl „ 71 


71 „ Sl 


Sl „ Sl 

• 




Sl „lOl 

• 
• 


lOZ „HZ 

• 


lll „121 

• 
• 


• 

32 bis 42 




• 

-21 bis -31 


l bis 21 


• 

• big - 2 


-71 „ -82 




-Sl „ -71 


-bl „ -Sl 


-42 „ -52 


• 




m 


• 


• 


• 




• 


• 


• 



einzelnen Felder ergibt sich aus Tabelle 2 und Fig. 16. Die vier 
Phasen der Erscheinung, die durch das Übereinanderhinlaufen der 
vier Wellenzüge entstehen, sind untereinander dargestellt. Hierbei 
ist wieder nur die (auf der Strecke bis t) ursprünglich nach links 
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Fig. 16. 
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ModeU zur Veransohaaliohang der WeUenbewegang aaf einem links festen, rechts 

freien Stab zwischen nnd I. 
a, &| c, d sind die 4 verschiedenen Hanptphasen. Bezeichnung wie bei Fig. 14. 
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(— x) laufende (P- Welle berücksichtigt, die infolge der Reflexionen 
außerdem zweimal als nach rechts laufende ^ -Welle und noch 
einmal als nach links laufende <l> -Welle erscheint. Außer dieser 
Welle kann noch eine ursprünglich nach rechts laufende ^^- Welle 
vorhanden sein, die durch Reflexiou zweimal zu einer nach links 
laufenden (P -Welle und ein drittes Mal zu einer nach rechts laufen- 
den ?P -Welle wird. Beide Wellen können ganz verschiedene Ge- 
stalt haben. Ihre Phasen ordnen sich ofifenbar so in die Felder 
des Bewegungsmodells ein, daß in jedem Feld eine nach rechts 
und eine nach links schreitende Welle vorhanden sind. 
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Fig. 17. 

ModeU zur WeUenbewegang wie in Fig. 16 mit SinusweUen. Bildung stehender Wellen 
mit einem Knoten am linken Stabende {x = 0) und einem Bauch am rechten Ende {x = t). 

Sind beide Wellenzüge Sinuswellen von gleicher Länge (Periode) 
und Amplitude, so fügen sich ihre einzelnen Phasen zu zwei in 
entgegengesetzter Richtung übereinander fortschreitenden Sinus- 
linien zusammen, die wie im vorigen Fall eine stehende Schwingung 
ergeben ; nur treffen hier die Phasen immer so zusammen, daß am 
festen Ende (x = 0) ein Bewegungsknoten, am freien Ende (x = l) 
ein Bauch entsteht. Damit dies zutrifft und die entstehenden Sinus- 
linien glatte Kurven ohne Knicke und ünstetigkeiten werden, muß 
auf die Lange l ein ungerades Vielfaches der Viertel Wellenlänge 
der Sinuswelle kommen (Fig. 17). Diese Figur zeigt in a zwischen 
und l den einen Wellenzug (P, der mit den auf der gedachten 
Verlängerung des Stabes l fortschreitenden zugehörigen Wellen 2, 
3, 4 die ursprünglich nach links gerichtete Welle (P darstellt; 
ebenso in ß die ursprünglich nach rechts gerichtete ^- Welle. Beide 
superponieren sich und setzen die stark ausgezogene stehende Schwin- 
gung zusammen, die in y in der ersten, der Wellenstellung a und 
ß entsprechenden Phase gezeichnet ist; es ist die Phase der maxi- 
malen Elongation. Die nur gedachten, außerhalb der Stablänge 
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gelegenen Wellenteile sind in y punktiert gezeichnet. Die stehende 
Schwingung hat hier am festen Ende a;»0 einen Knoten, am 
freien Ende x^==l einen Bauch. 

24. Integration der Bewegungsgleichungen nach D. 
Bernoulli. Fartikularintegrale. Normalfunktionen. Lösung 
von Daniell Bernoulli durch Zerspaltung. Diese Lösung ist 
nur auf beiderseits begrenzte Stäbe oder Saiten anwendbar, wie 
sie ja in Wirklichkeit auch immer vorliegen. Es soll eine Lösung 
gefunden werden, welche der Differentialgleichung und den (räum- 
lichen) Grenzbedingungen genügt. Der Anfangszustand (d. h. Lage 
und Geschwindigkeit der Teilchen zur Zeit ^ « 0) soll vorläufig 
unberücksichtigt bleiben. 

Die Integration gelingt mittels der Methode der Partikulär- 
integrale durch Zerspalten der partiellen Differentialgleichung 
(13) in Nr. 18 in zwei gewöhnliche ebenfalls lineare Differential- 
gleichungen 2. Ordnung. Man nimmt nämlich versuchsweise an, 
daß das Integral sich als Produkt zweier Funktionen darstellt, von 
denen die eine nur von x, die andere nur von i abhängt, und er- 
hält damit eine brauchbare Lösung, wodurch die Berechtigung 
jenes Ansatzes erwiesen ist. Man setzt 

(27) t* = M(')-w(^, 

wobei die Funktion m^*^ nur von a;, vt^^ nur von i abhängt. Durch 
Einsetzen des Wertes von (27) in Gl. (13) erhält man nach ein- 
fachsten Umformungen 

(28) ' ''-'' '''''-''' 



u 



(') dt' u^'^ dx" 



Links steht jetzt eine Funktion nur von f, rechts eine solche nur 
von X. Die Gleichung muß für alle möglichen Werte von x und 
t gelten. Das ist nur erfüllbar, wenn beide Seiten konstant, und 
zwar gleich einer und derselben Konstanten sind, die wir — w* 
nennen wollen. Daraus ergeben sich die beiden gewöhnlichen, ein- 
ander in der Form gleichen und mit der in Bd. I Nr. 24 behan- 
delten Gleichung (Ha) identischen Differentialgleichungen 



dV') . ,. d««w 



n 



2 



^ ^ dt' dt' c' 

Partikuläre Integrale, d. h. Integrale ohne Integrationskonstanten 
sind 
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(. nx 
sin 



c 

cos 



c 



Aus diesen lassen sich durch geeignete Kombinationen nach (27) 
Lösungen u bilden, welche die in Nr. 20 aufgezählten Grenzbe- 
dingungen erfüllen, wenn man der vorläufig noch unbestimmt ge- 
lassenen Konstante n passende Werte gibt. Folgende vier Kom- 
binationen sind möglich 



(30 a) 



, . nx . , nx . ^ 

sm — smw^, cos — sin«^ 

nx nx 

sin — cosnt. cos — cosn^. 
c ' c 



Die untereinanderstehenden Paare unterscheiden sich nur in der 
Phase, nicht in der Form; die nebeneinander stehenden Paare 
haben gleiche Phase, aber verschiedene Form. Jede der vier Kom- 
binationen kann mit einer (beliebigen) konstanten Amplitude multi- 
pliziert werden. Die Schwingungen, die hierdurch dargestellt wer- 
den, sind ungedämpfte sinusförmige oder einfach pendeiförmige mit 

der Kreisfrequenz n (Frequenz -r— in 1 Sekunde). Die Sinusform 

gilt sowohl mit bezug auf die Zeit, wie auf die Koordinate x. Die 
Sinusform der Zeitfunktion bedeutet, daß der der Schwingung ent- 
sprechende Ton rein ist (ohne Obertöne); die Sinusform bei der 
Abhängigkeit von der Länge x bedeutet, daß die Verrückungen, 
graphisch als Funktion der Koordinaten x der Saiten- bezw. Stab- 
querschnitte aufgetragen, zu jeder Zeit t eine Sinuslinie ergeben. 
Am anschaulichsten ist das bei den Trans Versalschwingungen der 
Saite, wo diese Sinuslinie unmittelbar in der Gestalt der schwingen- 
den Saite zutage tritt. 

Die Funktionen u^^\ welche nach Abtrennung des Zeitfaktors 
u^*^ übrig bleiben, sind die „Normalfunktionen" oder „Eigen- 
funktionen" der schwingenden Saite (bezw. des Stabes). Wie aus 
der folgenden Nr. 25 hervorgeht, gibt es unendlich viele solche 
Funktionen verschiedener Ordnung, da zu jedem der unendlich 
vielen Werte der Eigenfrequenz «^, d. h. zu jedem Werte der Ord- 
nungszahl k zwei konjugierte Normalfunktionen (hier z.B. sinfif^x 
und cosWjO?) gehören, die beide partikuläre Integrale derselben 
Differentialgleichung sind. 
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Derartige „Normalfunktionen" bestehen für jeden schwin- 
gungsfähigen Körper (Saite, Stab, Platte, gasgefüllten Hohlraum 
usw.), imd zwar stets in unendlicher Zahl. Es sind immer die par- 
tikulären Integrale der für den Körper charakteristischen Diffe- 
rentialgleichung, welche nach Abspaltung des Zeitfaktors übrig 
bleibt. Aus der Form der in Betracht kommenden Differential- 
gleichungen lassen sich zwei wichtige Sätze über die Normalfunk- 
tionen ableiten, die als Orthogonalitätsbedingungen (oder 
Integraleigenschaften) derselben bezeichnet werden. Sind h und h 
zwei Ordnungszahlen, u und v zwei konjugierte Normalfunktionen, 
d. h. zwei verschiedenartige (voneinander unabhängige) partikuläre 
Integrale derselben Differentialgleichung (im obigen Beispiel die 
Sinus- und die Kosinusfunktion), so gilt bei Integration über den 
ganzen Körper 

(31) Cuj^{x)'V^{x)dx^O h'^'k. 

, wenn Ä =4= Ä 



(31a) / Uj^ipc) Uj^ (x)dx=^ 



konst , wenn h^==k. 

Der konstante Wert in (31a) für h=^k kann gleich 1 gemacht 
werden, indem man alle Normalfunktionen mit einem passenden 
Faktor versieht. Ähnliche Formeln gelten, wenn die Normalfunk- 
tionen von zwei oder mehr Variablen x^y, . ., abhängen. 

25« Berechnung der Eigenfrequenzen n. Die zulässigen 
Werte der Schwingungsfrequenz n sind je nach den Grenzbedin- 
gungen verschieden. In jedem Falle aber ergibt sich nicht nur ein 
Wert, sondern eine unendliche Reihe getrennter (diskreter) Werte, 
und damit eine entsprechende Beihe möglicher Schwingungen des- 
selben Systems, die als Partialschwingungen (Teilschwin- 
gungen) oder als Grundschwingung und Oberschwingun- 
gen, musikalisch als Grundton und Obertöne, bezeichnet werden. 

Der Stab oder die Saite habe die Länge l und er- 
strecke sich von a; = bis x = l}) 

1) Legt man den Koordinatenanfangspunkt anderswo hin, z. B. in 
die Stabmitte, so erstreckt sich der Stab von — — bis + ^ i ^^^ ^^^ 

V\i SR VI üC 

muß — bei denselben Grenzbedingungen — cos — statt sin — neh- 

c c 

men und umgekehrt. Die Werte der Schwingungsfrequenzen n werden 

aber dadurch nicht geändert. 
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Ist die Grenzbedingung für das Ende x^O die, daß keine 
Yerrückung daselbst stattfinden, also u bzw. Vj w oder tf; gleich Null 

sein soll, so genügt nur ein Integral u usw. mit sin — als Faktor 

dieser Forderung, da cos — für o; = niemals Null werden kann. 

Soll nun weiter am andern Ende bei x = l ebenfalls u (bzw. t?, 

nl 

«7, 1/;) = sein, so muß sin — = sein, welche Bedingung eine — 

hier sehr einfache — transzendente Gleichung zur Bestimmung 
von n darstellt. Sie ergibt aufgelöst für n die Reihe von Werten 

(32) w=-2Ä;^, (*=i,2...oo) 

Soll dagegen am andern Ende bei x=^l zur gleichen Zeit nicht 

w, sondern x— = sein, so muß - cos — für x « l verschwinden, 
^ dx ^ c c ' 

woraus für n die Wertereihe folgt: 

(33) w = (2Ä; — 1)|| (*«i,2...) 

Dieselben Werte n wie in (33) erhält man, wenn bei a; = 

du 

X— = und bei x^^l w = sein soll, wenn also festes und beweg- 
liches Ende vertauscht werden. Dieselben Werte n wie in (32) er- 
geben sich, wenn an beiden Enden nicht w, sondern x-- = sein 

O X 

ft X vtx 

soll. Nur tritt im Integral u nicht sin — sondern cos — , also 

eine andere Normalfunktion als Faktor auf. Allgemein gilt also 
die Wertereihe (32) für w, wenn die Grenzbedingungen an beiden 
Enden gleich, dagegen die Reihe (33), wenn sie an beiden Enden 
verschieden sind. 

Der Wert n für k = l entspricht der Grundschwingung oder 
1. Partialschwingung, die folgenden gehören der 2., 3., . . . usw. 
Partialschwingung oder,in andrer Bezeichnung, der 1., 2., usw. 
Oberschwingung an. 

26. Vollständige Lösungen, Schwingungsfigaren und 
Frequenzen der Fartialschwüigungen. Die Schwingungsfigur, 
insbesondere Lage und Anzahl der Knoten und Bäuche ergibt sich 
in jedem Einzelfall aus dem partikulären Integral der Lösung 
d. h. aus der zugehörigen Normalfunktion ; mit wachsender Ord- 

Kalähno: Aknstlk II. 6 
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• 

nongszahl k der Fartialschwingang wächst die Zahl der Knoten 
und Bäuche. Allgemein gilt in jedem Falle: bei den Grenzbedin- 
gungen, welche zu (33) führen, sind gleich viel Knoten und Bäuche 
vorhanden, bei den Bedingungen, welche auf (32) führen, ist die 
Zahl der Knoten um eins größer oder kleiner als die der Bäuche. 
Das Nähere ergibt sich aus der Behandlung einzelner Fälle auf 
Grund der in Nr. 20 aufgestellten Grenzbedingungen. 

I. Longitudinalschwingungen von Stäben. 

1. Beide Enden (bei a;==0 und Ä = i) fest. Die Grenz- 
bedingungen sind 

(34) w — Ofüra?»=0 und rr = l. 
Zulässige Lösungen sind also 

Aj^ sin -'^— sin w^<, 

(35) „i- _ fur«,= -j-, (*=M...). 

Aj^ sm --- cos w^f, 

Aus beiden läßt sich, da die Differentialgleichung (13) Nr. 18 
linear ist, durch Superposition eine neue mit beliebig wählbarer 
Phasenkonstante d'j^ ableiten 

(35 a) 1*4= (-4^'sin w^ t + J.j"cos n^ t) sin - ^— =-4^ sin -^- sin (w^ ^ + d'^^ 



(36) 



Ä, 



«. ^k A ^k 

* yAj;^ + Är * V^k' + ^k" 

ist. Die Phase, überhaupt die ganze Zeitfunktion ist nebensäch- 
lich, wenn man nur die räumliche Form der Schwingung, die Ge- 
stalt der Schwingungskurve bestimmen will. Diese wird durch den 

Faktor sin-^— , die Normalfunktion, gegeben. Man erhält, wenn 

man ihn gleich Null setzt, mit Rücksicht auf die Werte von n 
die in Tabelle 3 angegebenen Lagen der Knoten {uj^ = 0) und 
Bäuche {uj^ maximal veränderlich). Dieselben Lagen haben die Kno- 
ten und Bäuche der Geschwindigkeit -o-*- Dagegen sind die Kno- 

ten und Bäuche der Dilatationen ö— , des Druckes^ und der Dich- 
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Tabelle 3. 

Lage der Knoten und Bäuche der Yerruckungf Geschwindigkeit, 

Dilatation und Dichteänderung. 



Ordnungs- 
zahl der 
Partial- 
schwing- 
ung* 


Verrückung u 

und 

Geschwin- 

digkeit g^ 


beiderseits fester Stab (Longitu- 
dinalschw.), oder Saite (Longitu- 
dinal- und Transversalschw.), 
oder beiderseits geschlossene 
Gassäule (Longitudinalschw.) 


Dilatation ^r— 

dx 

und Dichte- 
änderung ^r/ 
ot 


1 


Knoten 
Bauch 


l 

l 

2 


Bauch 
Knoten 


2 


Knoten 
Bauch 


l ZI 
4 4 


Bauch 
Knoten 


8 


Knoten 
Bauch 


6 6 
6 6 6 


Bauch 
Knoten 


4 


Knoten 
Bauch 


2/ U 6/ 

^8 8 8^ 
l U &l 71 

8 8 8 8 


Bauch 
Knoten 


6 


Knoten 
Bauch 


21 41 61 Sl 

10 10 10 10 
l 31 61 11 91 

10 10 10 10 10 


Bauch 
Knoten 




Dilatation tt— 

dx 

und Dichte- 
änderung 7^ 
ot 


beiderseits freier Stab (Longi- 
tudinalschw.) 

oder 

beiderseits offene Grassäule (Lon- 
gitudinalschw.) 


1 
Verrückung u 

und 

Geschwin- 

j. , .. du 
digkeit ^- 



te ^, sowie der Änderungsgeschwindigkeiten >,y und p— dieser beiden 

Größen gegen jene verschoben, und zwar fallen offenbar die Knoten 
der Dichteänderungen mit den Bäuchen der Verrückung und Ge- 
schwindigkeit, die Bäuche mit den Knoten derselben zusammen, 

da ^— = — cos — - ist und der Kosinus seine Nullstellen und Ex- 
ox c c 

tremwerte gerade in der Mitte zwischen denen des Sinus besitzt. 
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*=i 



k=9 



ifc=8 





Fig. 18. 



Diese Beziehungen folgen aus der Gl. (2) 
in Nr. 16, sowie der Überlegung, daß 
Druck und Dichte einander immer par- 
allel gehen, daß also mit wachsendem 
Druck auch die Dichte zunimmt usw. 
Die Tabelle gibt ihre Lage in der rechten 
Bandkolumne, während für die Ver- 
rückung und Geschwindigkeiten die linke 
Schwingungsflgur der ersten drei Bandkolumne gilt. Beide Male ist die 

A u s ^tTi^ll^^^Yr- : Tabelle von oben her zu lesen (vgl. weiter 

yerrücknngbBw.Geschwindig- unten). Fig. 18 stellt für die Ver- 

keit bei feat-festem Stab (Saite), „,^ JJ.T^•^i.x• j- oi. • 

Dichte- und Dnickftndenmg bei rückuug UUd die Dilatation Oie OChwin- 

Ge7t"/[ch?ife*KurTe : gungsfigurcn der drei ersten Partial- 

piohte- und Druckändening bei schwinffuncfen dar. Die Schnittpunkte 

feBt-featem Stab (Saite), Ver- ,. ^r -± ■» ai-i 

rflckung biw. Oeachwindigkeit uiescr Kurveu mit der Abszissenachse 
bei frei-freiem Stab. ^^^^ ^-^ Knotenpunkte. 

2. Beide Enden des Stabes (bei rc — O und ir-=«Z) frei. 
Grenzbedingungen sind 

du 



(37) 



dx 



far ic = und x^L 



Zulässige Lösungen sind 



(38) M,= 



Bj^ cos - - sm nj^t 



für flu == 



JCTCC 



(* = 1,2...). 



ry ff ^k^ j. 

Bj^ cos-^^— COS fij^t 



Auch hier läßt sich wieder eine Lösung mit willkürlicher 
Phasenkonstante ^j^ ableiten 

(3 8a) Wj = (-ß*'sin Wj^ ^ + B^'cos n^ t) cos -*— = ^^cos -^— sin (w^ t + -ö"/), 
wobei 



(39) 



^t=W+^r, tg*;=^v, 



sin ■9'j' = 



B^" 



VB,-*+Br' 



cos •8'/ = 



B*' 



VB,'*+Br 



ist. Die Lage der Knoten und Bäuche ist hier gewissermaßen 
reziprok zu derjenigen des vorigen Falles. Sie sind in Tabelle 3 
auch mit enthalten, wenn man nicht die Spaltenüberschriften, 
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sondern die Unterschriften benutzt, die Tabelle also von unten 
nach oben liest. 

3. Ein Ende des Stabes fest, das andre frei. 

a) Es sei das Ende bei x=^0 fest, das bei x=^l frei. Die 
Grenzbedingongen sind 

(40) M = für aj = 0, || = für x^l 

Zulässige Lösungen sind hier 

fluX 



(41) «,= 



Cu Sin -^^— sm nJ , , 

für Wj = ^ — -y^— , (* = i,2...). 
cTj sm-^— cos fij^t 



bzw. die allgemeinere aus beiden vereinigte 

(41a) Wj=(C/sinw^^ + (7j"cos«^<)sin-^— =(7jSin-^sin(wjf+'9'/'). 

c c 

b) Es sei das Ende bei x=^0 frei, das bei x==l fest. 
Grenzbedingungen sind 

(42) f^==ö ^^ ^=*^' ^"''Ö ^ör ^=='^- 

Zulässige Lösungen sind 

flvX 



(43) «,= 



D^ cos -^^— sin «.^ . , . 

für W;fc = si , (* = !.«. ..). 

Jjf^ COS-^^— COSW;^^ 

c 

bzw. 

(43a) w^=(D|^sinWj^+i)^'cos/jj^)cos-^— =DjCos-^— sin(wj^+'9'J|."). 

C(|, 'ö";^", Dj, 'ö"^"' sind durch Gleichungen analog (36) und (39) 

gegeben, wenn man darin Aj^ bzw. Bj^ durch C^ und D^^, -ö"^ bzw. 

^j^ durch 'ö'j" und -ö^^'" ersetzt. Die Lösungen 3 a) und 3 b) unter- 

*« /*• 

scheiden sich nur in der Form der Normalfunktionen sin -^— und 

c 

cos-^— , die als Faktoren auftreten. Die Lagen der Knoten und 

Bäuche sind aus der Tabelle 4 zu entnehmen, die analog der vo- 
rigen eingerichtet ist. Fig. 19 stellt wie Fig. 18 die Schwingungs- 
figuren und die Lage der Knoten und Bäuche dar. 
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Tabelle 4. 

Lage der Knoten und Bäuche der Verrückung, Geschwindigkeit, 

Dilatation und Dichteänderung. 



Ordnungs- 
zahl der 
Partial- 
schwin- 
gung^• 


Verrückung u 

und 

Geschwin- 

,. , .. du 
digkeit ^^ 


bei fester, bei l freier Stab 

(Longitudinalschw.) 
oder 
bei geschlossene, bei l offene 

Gassäule (Longitudinalschw.) 


Dilatation 75— 
dx 

und Dichte- 
anderung ^ 

Ol 


1 


Knoten 
Bauch 




l 


Bauch 
Knoten 


2 


Knoten 
Bauch 


¥ 
1 


Bauch 
Knoten 


3 


Knoten 
Bauch 


« V V 

l 3i 

5 6 ^ 


Bauch 
Knoten 


4 


Knoten 
Bauch 


21 11 62 

^777 
l ^l hl 

111 

1 


Bauch 
Knoten 


6 


Knoten 
Bauch 


21 4:1 6Z 8Z 

9 9 9 9 
/ 3Z hl 11 

9 9 9 9 


Bauch 
Knoten 




Dilatation TT— 

dx 

und Dichte- 

ändernng ;r^ 

et 


bei freier, bei l fester Stab 

(Longitudinalschw.) 
oder 
bei offene, bei l geschlossene 

Gassäule (Longitudinalschw.) 


Verrückung u 

und 

Geschwin- 

j. , .. du 
digkeit ^^ 



IL Torsionsschwingungen kreiszylindrischer Stäbe. 

Sämtliche für Longitudinalschwingungen abgeleiteten Gesetze 
gelten offenbar auch hier, da alle Bedingungsgleichungen mathe- 
matisch dieselbe Form haben. Nur ist statt der Verrückung u der 

Drehungswinkel -i/;, statt der Geschwindigkeit -^- die ViTinkel- 

gesch windigkeit -07, statt der linearen Dilatation 7.— die Sehe- 

et X 



27. ZnsammeDfallen der Knoten nnd Bäuche 
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*=i 



k=i 



k^Z 



Fig. 19. 

Sohwisgongsfigar der ersten drei 
PartialBohwingnngen. 

AuBgeKOgene Kurve : 

Yerrttokung bsw. G-eschwindig- 
keit bei fest-freiem Stab, Draok- 
und Dlohteändemng bei frei- 
festem Stab. 

Gestrichelte Kurve : 

Dichte und Druckänderung bei 
fest-freiem Stab, Yerrüokung 
und Geschwindigkeit bei frei- 
festem Stab. 



rung ^ einzusetzen; die Dichteände- 

rung ^— hat kein unmittelbares Ana- 

logon. Die Tabellen 3 und 4 für die 
Ejiotenlagen sind ebenfalls anwendbar. 

III. Longitudinal- und 
Transversalschwingungen von 

Saiten. 

Auch hier gelten dieselben Über- 
legungen, daher auch dieselben Gesetze 
far die Schwingungsform. Bei den 
Transversalschwingungen tritt für u die 
Verrückung v bzw. w, für die Dilatation 

^— der Neigungswinkel^) «— bzw. ^— 

des betreffenden Saitenelementes gegen die Abszissenachse x ein. 
Es können jedoch, da beide Saitenenden fest sein müssen, nur 
die unter I 1. (Stab mit festen Enden) angeführten Lösungen in 
Betracht kommen. Die Schwingungsfrequenzen der Partialtöne sind 
daher bei Saiten immer nur durch Gl. (32), die Knotenlagen durch 
Tabelle 3 gegeben, wenn darin u durch v bzw. w ersetzt wird. 

27. Bäxunliolies und zeitlloheB ZusammenfalLen der 
Knoten und Bäuche. Faßt man das über die Lage der Knoten 
und Bäuche Gesagte zusammen, so erhält man folgendes Bild: 

Bei jeder einzelnen Partialschwingung fallen räumlich zu- 
sammen die 

Knoten der Verrückung oder Verschiebung der Teilchen (w, v, 
w bezw. V), 

der Geschwindigkeit der Teilchen i-^ » "^ ' "äT ' ^) ' 

der Druck- und Dichtegradienten x^ und ^; 
andererseits fallen zusammen die 

Knoten der Dilatation ^— bezw. der Neigung gegen die Abszissen- 

, dv ^ dw . j o T. d*^ 

achse y~ ^^^ ^ ? ^^® ^®^ Scherung -^ , 



1) Eigentlich der Tangens des Neigungswinkels. 



einerseits * 
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des Druckes p und seiner zeitlichen Änderung -^^ 

der Dichte q und ihrer zeitlichen Änderung -— • 

Die Knoten der einen Art fallen räumlich stets mit den Bäuchen 
der anderen zusammen. Diese Sätze folgen ohne weiteres aus den 
verschiedenen Beziehungen zwischen den genannten Größen, wenn 
man die zulässigen Integrale einsetzt, die durchweg Produkte von 
Sinus- oder Kosinusfunktionen sind. 

Für das zeitliche Zusammenfallen ergibt sich ebenso fol- 
gendes : 

Es sind stets in gleicher oder um 180^ verschiedener 
Phase 

^die Verrückung (m, v, to bezw. ^), 

die Dilatation ö— bezw. die Neigung gegen die Achse 

dv , dw . j- a i. ^'^ 

p— und ^— , sowie die Scherung ^, 

dp 

der Druck p und der Druckgradient ^ , 

die Dichte q und ihr Gradient p— » 

sc 

andererseits die Geschwindigkeit der Teilchen -wr, -«7, -^ 

bezw. II • 

Die Phasen dieser beiden Arten von Größen sind um 90^ 
bezw. 270® gegeneinander verschoben. 

28. Sohwingungsform bei beliebigem Anfangsziistand. 
tTbereinandeTlagerung der Fartialsohwingungen. Die bei den 
bisher betrachteten Schwingungen möglichen Frequenzen t», die 
durch Gl. (32) und (33) in Nr. 25 bestimmt werden, bilden eine 
arithmetische, im Verhältnis der ganzen Zahlen ansteigende Reihe. 
Die zugehörigen Partialtöne werden als „härm oni sehe'' bezeich- 
net, insbesondere vom 2. Partialton ab als harmonische Obertöne. 

Die hier behandelten schwingungsfähigen Gebilde, Saiten, lon- 
gitudinal schwingende Stäbe und ebenso Gassäulen (vgl. Nr. 33), 
können also bei den besprochenen Schwingungstypen Töne der 
harmonischen Partial-Tonreihe geben, und zwar entweder die voll- 
ständige Reihe mit allen Ordnungszahlen (wenn an beiden Enden 
des Stabes oder der Saite gleichartige Grenzbedingungen herr- 
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sehen) oder nur die ungeradzahligen Fartialtöne (wenn die Grenz- 
bedingungen verschiedenartig sind). 

Diese Partialschwingungen können auch gleichzeitig in mehr 
oder weniger großer Anzahl stattfinden, sie können sich einfach 
übereinanderlagern. Mathematisch ergibt sich die Möglichkeit der 
Übereinanderlagerung daraus, daß die Differentialgleichung der 
Schwingungsbewegung [Gl. (13) in Nr. 18] vom 1. Grade ist, so 
daß partikuläre Integrale beliebig additiv zu allgemeineren Inte- 
gralen zusammengefügt werden können. Von der relativen Stärke 
der Fartialtöne hängt der Klang ab, den die schwingende Saite 
oder der Stab aussendet. Je mehr die höheren Fartialtöne im 
Elang vertreten sind, desto markiger, durchdringender, schmettern- 
der wird er. Das kommt noch stärker zum Ausdruck bei den ganz 
analogen Schwingungen der Gassäulen und Pfeifen, die später in 
Nr. 33 ff. behandelt werden. 

Die Übereinanderlagerung verschiedener Partialschwingungen 
ergibt neue, von der einfachen Sinusform beliebig abweichende 
Formen, die man an der Gestalt der transversal schwingenden Saite 
direkt beobachten kann. Da andererseits das Vorhandensein der 
Partialschwingungen die Klangfarbe bestimmt, so folgt, daß diese 
mit der Form der Schwingung innig verbunden ist. Weiter ist 
es nun auch möglich durch Superposition von Partialschwingun- 
gen einen willkürlich gegebenen Anfangszustand zu befriedigen. 
Denn diese Summe von Partikularintegralen ist für jeden einzel- 
nen Zeitpunkt, also auch für f=»0, nichts anderes als eine Fourier- 
sohe Reihe (vgl. Bd. I, Nr. 9 — 13). Die Variable darin ist x. Die 
Reihen enthalten hier entweder nur Sinus- oder nur Kosinusglieder, 
da nur die eine oder die andere Art von Gliedern als Ortsfunk- 
tion in den zulässigen Partikularintegralen vorkommen (vgl. Nr. 26). 

Z. B. ist für die Longitudinalschwingungen und Tor- 
sionsschwingungen eines beiderseits festen Stabes oder 
einer Saite, bei der ja immer die Enden fest sind, die allgemein- 
ste mit den Grenzbedingungen verträgliche Lösung 

00 00 

(44 u = ^u^ =^(^/ sin n^t -f A^' cos «^^ t) sin ^ 

00 

- 2^* *'° (***' + **) "" ^ ' 
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wobei 



oder ausgeschrieben 



w. 



Jene 



(Ä-1,2...), 



(44 a)' 



u « (w4j'sin n^t-{' A^' cos n^ sin — 



n,x 



n^x 



+ (-4j' sin n^t + -ig" c<^s «j^) sin — — | 

== A^ sin (f^it + d'^) sin ^^ — \- A^ sin («j^H- '9'j) sin ~ — | 



Für Trans Versalschwingungen der Saite ist u durch v bezw. w 
zu ersetzen, sonst bleibt alles dasselbe. 

Für Logitudinal- und Torsionsschwingungen eines 
beiderseits freien Stabes ist analog 



00 



(45) 



Wj =" ^, (Bj! sinnet + J5/' cos n^^t) cos 



n^x 



k-l 

00 



-^-^^k sin (n;t t + d-^) cos *^ , 



*= 1 



wobei ebenfalls 



knc 



(Ä;«l, 2...). 



Für einen Stab mit einem festen und einem freien Ende 
folgt ebenso 



00 



(46) 



.V. 



bezw. 
(46 a) 



u ~ ^, {Cj^ sin njj> + C/' cos w^^) sin 

00 



. ni.a; 



w =»^^ (Dj' sin «^^ + D/' cos *2jj^) cos 



nuX 



k = l 

00 



=2'^,8m(«,< + V')cos?*^, 



«=1 
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wobei beidemale 

^k"^ 21 ' (Ä=«l, 2...). 

Die Koeffizienten A^ und Jl^" bezw. Äj^ und die Phasenkonstante 
d'^ sowie die entsprechenden Größen J9, (7, D sind nach den 
Formeln Bd. I, Nr. 10, Gl. (5) zu berechnen, wenn der Anfangs- 
zustand gegeben ist. 

Für die Saite ergibt sich die Berechnung .der Koeffizienten 
der Fourierreihe, d. h. der Amplituden der Fartialschwingungen 
folgendermaßen : 

Es muß zur Zeit ^ = Lage und Geschwindigkeit aller Saiten- 
teilchen als Funktion der Koordinate x^ d. h. als Funktion ihrer 
Buhelage gegeben sein Die Lage der Teilchen bestimmt hier die 
Gestalt der Saite. Diese sei zur Zeit i »= gegeben durch eine 
Funktion f{x), die Geschwindigkeit der Saitenteilchen durch g(x). 

Die allgemeine Lösung ist hier 



00 



(47) v = ^ (w4/ sin nj^t-{- A^' cos n^ t) sin -^ 






=2^^* sin (nj^t + d'f) sin ^ 

A = l 



Jene 

* r 



n^ = 



(Ä=l,2...). 



Setzt man hierin ^«=0, so muß dieser Ausdruck gleich f(x) 

werden; differentiiert man v erst nach #, bildet also die Geschwin- 

dv 
digkeit -^ und setzt darin ^==0, so muß der neue Ausdruck 

gleich g(x) werden. Das liefert, wenn man für n^ seinen Wert 
einsetzt, die beiden Fourierreihen 



(48) 



00 00 



Zu A sin -y- «^ Aj^ sm -Ö-^ sm -^ f{x). 



00 00 



^^tA 8m-p=^Wt^coS'9'^sm-y-=^(a;). 



U=i * = i 



Die Koeffizienten dieser Entwickelungen sind also bestimmt durch 
die erste der Gleichungen (5) von Nr. 10 in Band I, da die Reihen 
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nxir Sinusglieder enthalten. Dabei tritt zunächst eine Schwierig- 
keit auf. Diese Gleichung lautet hier 

(49) A^' = -7- / A^) sin — T- ^ ^ bez w. if^^A^ ^-y I g(x)sm —j- da?, 



sie verlangt also die Kenntnis der Funktionen f(x) und g(x) in 
dem Intervall 2Z, während diese doch von vornherein nur in dem 
Intervall l, der Saitenlänge, gegeben sind. Die Schwierigkeit wird 
aber dadurch behoben, daß die Form der Fourierreihe schon fest- 
steht, indem aus (48) folgt, daß sie nur Sinusglieder enthält. Das 
bedeutet, daß die durch sie dargestellte Funktion sich als ungerade 

Funktion über die Ghrenzen des 




-/ \ ^.-'ö ZX .^-^21 



N-.' 



"»^ ^' 



Intervalls und l beiderseits 
fortsetzt Diese Fortsetzung hat 

Fig. 80. Sohwingungsflgur der gerupften Saite ^f^ ^^^^ ^^ f(x) Und^(aj) dieS- 
nnd ihre analytisohe FortsetBung über die seits Und jenseits l ZU Wäh- 
Greiuen der Saite hinaus. « ji o • i ^ i*.. x 

len, SO daß sich dafür etwa em 
Bild wie Fig. 20 ergibt. Bei der Integration kann man statt der 
Grenzen und 2 1 auch die Grenzen — l und + 1 nehmen, die auch 
um 21 voneinander abstehen. Da nun sowohl f(x) bezw. g(x) als 

auch sin-|— ungerade Funktionen sind, also für gleiche positive 

und negative Werte von x gleiche Werte, nur mit entgegengesetztem 
Vorzeichen haben, so hat ihr Produkt für gleichen absoluten Wert 
von — X und -f-^ denselben Wert, auch in bezug auf das Vor- 
zeichen; man kann daher je zwei solcher Werte in den Integralen (49) 
zusammenfassen und schreiben 

(49a) -i^j'^^-y //*(«) sin— |— da?, tij^Äj^'^-Y I g{x) sin —j—dx, 



Übrigens ergibt eine ganz analoge Überlegung dieselben Formeln 

(49a) für die Kosinusreihe; es ist dabei nur cos -j- an Stelle 

. kicx . 

von sm-^ zu setzen. 

29. Sohwingungen der gezupften Saite. Diese Formeln 
sollen auf die gezupfte, die mit einem Hammer angeschlagene 
und die mit dem Bogen gestrichene Saite angewandt werden. 

Die gezupfte (gerissene) Saite wird mit dem Fingernagel 
oder einem Stift aus der Buhelage ausgelenkt und dann mit der 
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Geschwindigkeit Null losgelassen. Die Gestalt der ausgelenkten 
Saite besteht (nahezu) aus zwei geraden Stücken, die an der An- 
griffsstelle des Stiftes unter einem gewissen Winkel zusammen- 
stoßen. In Wirklichkeit ist solche Unstetigkeit hier nicht vorhanden, 
sondern nur eine sehr starke Krümmung. Wir nehmen jedoch un- 
stetigkeit, also einen scharfen Knick, an, weil dies mathematisch 
einfacher ist, physikalisch aber keinen erheblichen Unterschied be- 
dingt, wenn der auslenkende Stift dünn genug ist im Verhältnis 
zur Saitenlänge. 

Die Saite erstrecke sich von x = bis a?==Z, der Stift greife 
bei aj = a;' an; die Auslenkung zur Zeit ^ = betrage an dieser 
Stelle Vq. Hiemach sind die Gleichungen für die Gestalt der Saite 
leicht aufzustellen, und man erhält damit die Anfangsbedingungen: 
es muß sein. 



v„ 



VQ = f(x) = —rX im Intervall 0^x^x\ 



(50) fmt==0{vQ = f(x) Y^ {x — l)im Intervall x£x£ l, 

Es folgt zunächst, daß sämtliche Koeffizienten Ä^=0 sind, oder 
was dasselbe bedeutet, daß cos 0*^ = 0, '9';^ also ein ungerades Viel- 
faches von — ist, im einfachsten Falle — selbst. Daraus folgt 

weiter, daß die Koeffizienten Ä^^" und Äj^ einander gleich sind, 
so daß die Lösung die Form hat 



(51) 



00 



V =^^Äj^sm ^ 



cos Ml. ^ 



* = i 



-2 



* = 1 



A]^ sm —T- cos -jT- 



00 



*=1 



kitx 2k7tt 
— eos-^ 



wobei 



(52) 



knc 



nj^=2 7t Nj^ = — y— = kn^ = 2 TtkN^ , 



* Nj^ flu kc 



(Ä;=l,2,3...) 



ist; «^ ist die Kreisfrequenz (zyklische Schwingungszahl), iV^ die 
Schwingungszahl in der Zeiteinheit d. h. in 1 Sekunde, Tj^ die 
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Periode (Schwingungsdauer) der kten Partialschwingung, T^ die- 
jenige der Grundschwingung. Ausgeschrieben lauten die Gleichun- 
gen (51) in verschiedenen gleichwertigen Formen, deren Zahl leicht 
noch vermehrt werden kann: 



(61a) 



V'^A^sm.' cos n^ r + J-g sin --— coswjt 

+ A^ sin -^ — cos ft^t + 
c 

v — -4i sm ,— cos n^t-\- A^ sin j- cos 2n^t 



H- A^ sin — 2 - cos 3«i< H 

Die Koeffizienten Aj^' (oder Aj) ergeben sich aus Gl. (49 a) 
in der Form 

(53) A^ ^A^ k^n^oT^-^') ^^° "^ " ' (Ä; = 1, 2, 3 . . .) . 

Die Amplituden der Partialtöne nehmen also mit wachsender 
Ordnungszahl Je ab, weil k^ im Nenner steht. Daneben ist aber noch 

der Einfluß des Faktors sin — y~ wirksam. Er bewirkt, daß die- 
jenigen Töne besonders stark vertreten sind, für welche der Aus- 
druck kTtx/l zufällig in der Nähe eines ungeraden Vielfachen von — 

liegt (^, —,...], dagegen diejenigen Partialtöne schwach oder 

auch garnicht, für welche dieser Ausdruck in der Nähe der ganz- 
zahligen Vielfachen von tt liegt bezw. gleich diesen Werten ist. 
Dies letztere kann nur dann stattfinden, wenn x'ß ein rationaler 
Bruch, x' also ein aliquoter Teil der Saitenlänge l ist. Die ent- 
sprechenden Partialschwingungen, welche an der Stelle x' einen 
Knoten haben würden, fallen dann ganz weg. 

Beispiel l) aj'= Z/2, d. h. die Saite wird in der Mitte ihrer 
Länge gezupft. Es fallen aus die Töne mit den geraden Ord- 
nungszahlen 2, 4, 6 ... , die in der Saitenmitte einen Knoten 

Jc^c X 
haben würden. Für die ungeraden wird abwechselnd sin - ,— = + 1, 

und die Koeffizienten werden demnach 

A" = ^k= Jlt sin -^ , (/L' = 1, 3, 5 . . .) 



29. Schwingungen der gezapften Saite 69 



d. h. 

so daß die Bewegung dargestellt wird durch 

Sv/ ( . nx nct 1 . Stcx Bnct . 1 . bnx bnct 



(54) 



8t7n f . «o; nct 1 . 39ra? Ssrct 1 . bnx bnct \ 

v= — ~-{sin-,-cos-T — TrSin— ,— cos— , — hirrsm-^— cos - i [ 

n^ \ l 19 1 l 2b l l J 

Sv/( . nx 2yct 1 . Snx 6nt . 1 . bnx lOnt 



oVa r . 9tx 27Ct 1 . 97CX ßnt , 1 . byex lOnt ] 

indem man die durch (52) bestimmten Werte n^^ n^ ... einsetzt. 

Beispiel 2) aj'==-^, d. h. die Saite wird an einem Punkte 

gezupft, der um ein Drittel ihrer Länge von einem Ende entfernt 
ist. Es fallen die Töne mit den Ordnungszahlen 3, 6, 9 . . . weg, 

der Sinusfaktor von (53) wird ± j ]/3 = ± 0,866, die Koeffizienten 
werden 

^t"^A=j/^iSiö-^, (Ä:=«l,2;4,5;...) 

d. h. ausgeschrieben 

A _^y^-^oi. . _ . _ . 

^"~ 2 26«*'*'* -^8 -^6 ""-^9 • — U. 



(55) 



^ 2«« 



. nx nct 1 . 2ff*a; 2nct 1 . 4^0; 4ffc^ 
sm-y-cos-= — f-jsm— ,— cos — -. ^6^"^" i -cos-y- 

1 . bnx bnct , 



9l/3»„'f . nx 2** 1 . 2jra; 4«< 1 . ixx 8«t 1 



Die Amplitudenabnahme der Fartialtöne mit wachsender Ordnungs- 
zahl folgt in diesen beiden Fällen natürlich demselben Gesetz, nur 
ist die Reihe der wirklich vorhandenen Fartialtöne jedesmal eine 
andere. 

Beispiel 3) Allgemein sei rr' = — , wobei p und q ganze 

Zahlen sind, und zwar p<^q. Ist z. B. ^ = 2, ^ = 5, so heißt 
das: die Saite wird an einem Punkte gezupft, der um % von 
einem Saitenende entfernt ist. 
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Die Koeffizienten A^' (oder A^ von Gl. (53) werden 
(53 a) ^" ^A^^ "^-^-f- sin ^^ • 



3 \ «/ 



Diejenigen Obertöne fallen aus, für welche 'k'p ein Vielfaches 
von q ist, weil dann der sinus Null wii'd; z. B. bei der obigen 

Annahme — == Yg die Partialtöne Ä = 5, 10, 15 . . . Bei den übrigen 

wiederholt sich periodisch der gleiche Zahlwert des Sinusfaktors, 
jedesmal wenn Iz um den Wert q wächst. Die Bewegung jedes 
Saitenpunktes wird dargestellt durch einen der einander gleich- 
wertigen Ausdrücke (51a) mit den Amplituden A^ von Gl. (53 a). 

30. Behandlung der gezupften Saite mit der d*Aleni- 
bertschen Lösung. Ein anschauliches Bild der Saitenbewegung, 
d. h. des zeitlichen Verlaufs derselben zu geben, sind die Gleichun- 
gen von Nr. 29 nicht geeignet. Dazu geht man besser auf die 
d'Alembertsche Lösung zurück. Nach dieser (vgl. Nr. 23) wird 
die Form der Saite in jedem Augenblick durch die Übereinander- 
lagerung einer nach — x (links) und einer nach -f x (rechts) fort- 
schreitenden Welle erhalten. Bei der gezupften, also ausgebogenen 
und ohne Anfangsgeschwindigkeit losgelassenen Saite sind diese 
beiden Wellen gleichgestaltet und von gleicher Amplitude. Sie 
haben die Form der durch das Zupfen ausgebogenen Saite, nur 
mit halber Ordinatenhöhe. Der Wellenberg, den die Ausbiegimg 
darstellt, teilt sich im Augenblick des Freilassens der Saite in 
zwei Berge von halber Höhe, die nach links und rechts als <l>- 
und y^- Welle auseinandergehen, an den Enden reflektiert werden 
und so beständig über die Saite' hin- und herlaufen. Mittels der 
in Nr. 23 behandelten Methode der Darstellung erhält man die 
in den Figuren 21 — 23 wiedergegebenen Bilder der aufeinander- 
folgenden Gestalten, welche die Saite für verschiedene Lage des 
Zupfpunktes zu den beigeschriebenen Zeitmomenten annimmt. 

Die Art der Bewegung ist in allen Fällen folgende: In Rich- 
tung der Saite s wirkt die überall gleiche Spannimg P. Auf den 
Funkt C an der Spitze des von der ausgebogenen Saite gebildeten 
Daches wirkt also ein resultierender Zug JB, der sich nach dem 
Parallelogramm der Kräfte aus den beiden gleichen in den Rich- 
tungen CA und CB wirkenden Spannungen P ergibt (vgl. Fig. 24). 
Infolge dieses Zuges B stürzt das Dach zusammen. Der Zusammen- 
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/ 



\/-^ 

-^ F 



'f 




N / 




-f 



'-I 



brach be- ^«- "• ^«- **• 

ginnt an der 

Spitze und 
schreitet in 
Richtung des 
resultieren- 
den Zuges 
nach unten- 
hin fort. Die 
Spitze flacht 
sich zu einer 
geradlinigen 
Strecke J>B 
ab, die in der 
Richtung IL 
gegen die Ab- 
szissenachse 
hinwandert 
und dabei im- 
mer länger 
wird. Ihre En- 
den gleiten an 
den ihre Rich- 
tung beibe- 
haltenden, 
aber sich na- 
türlich immer 
mehr verkür- 
zenden Dach- 
kanten CDA und CEB (den ge- 
radlinig gespannten Stücken der 
Saiten) wie an festen Führungen 
herab. Erreicht die Abflachung an 
dem einen oder an beiden Enden 
die Abszissenachse, so tritt für die 
weitere Bewegung jenseits der Achse 
als Führungsgerade das Spiegelbild 
der anderen Führungsgeraden ein, 
und die Abflachung schreitet parallel 
mit sich selbst nach der negativen 

Kalfthne: Akuitik IL 



Fig. SS. 



f-0 




«=0 







Fig. 21 — 98. Sohwingungifigur der gesnpften Saite in yenchie« 

denen Phasen. (r=SohwingungBperiode.) 

In Fig. Sl liegt' der Zapfpunkt in der Mitte, in SS um Vs« ^ ^^ 

um ^Z« der Saitenlftnge yom linken Saitenende entfernt. 




Fig. 24. 

Bewegung der gesnpften Saite. Kon- 
gtraktion der rücktreibenden Kraft R. 



72 3. Kap. Eigenschwingnngen v. Typus d. Saitensdiwingimgen 

Ordinatenseite fort, bis sie immer kürzer werdend wieder zur 
Spitze eines dem ursprünglichen gleichen Daches wird. Dieses ist 
das durch doppelte Spiegelung erhaltene Bild von jenem. Dann 
geht das Spiel in derselben Weise rückwärts. Der Zusammenbruch 
und die von ihm herrührende Abflachung schreiten also wie eine 
Welle über das System hinweg, aber nicht in der Richtung a;, der 
Buhelage der Saite, sondern in der Richtung des resultierenden 
Zuges B. Die Funkte der Saite bewegen sich jeder geradlinig 
senkrecht zur Abszissenachse in der Richtung v. Jeder Punkt be- 
ginnt seine Bewegung in dem Augenblick, wo die Einstui*zwelle 
ihn erreicht und beendet sie, wenn die Welle über ihn hinweg- 
gegangen ist. Vorher und nachher verharrt er in Ruhe. 

Die abgeflachte Strecke DE des Daches steht senkrecht auf 
der Richtung B, Das ist aus der Anschauung auf Grund der 
Prinzipien der Mechanik zu folgern und ergibt sich leicht in jedem 
Einzelfalle durch Berechnung der* Winkel, welche die beiden 
Richtungen DE und CB mit der Abszissenachse bildeD, wenn man 
die Konstruktion der Figuren 21 — 23 zugrunde legt. Allerdings 
gibt diese Konstruktion nur ein angenähertes Senkrechtstehen 
beider Richtungen. Der Winkel zwischen ihnen nähert sich um 
so mehr einem Rechten, je kleiner die Amplitude H der Ausbie- 
gung im Verhältnis zur Saitenlänge l ist. Genauer gesagt, muß 

H so klein sein gegen den Abstand x =^^— des Zupfpunktes vom 

nächstgelegenen Saitenende, daß H'^ix'^ gegen 1 yemachlässigt 
werden kann. Die angegebene Konstruktion der Saitenform ver- 
sagt also, wie leicht erklärlich ist, wenn der Zupfpunkt bei kon- 
stant gehaltener Ausbiegungshöhe H dem Saitenende zu nahe rückt, 
oder wenn bei konstanter Lage der Zupfstelle H zu groß wird. 
Es ist dabei zu bedenken, daß alle unsere Gleichungen ja nur unter 
der Voraussetzung gelten, daß die Verrückimgen v hinreichend 
klein bleiben, um das Superpositionsprinzip noch anwenden zu 
können. Es handelt sich also immer um Annäherungen mit er- 
laubten Vernachlässigungen. 

31. Geschlagene Saite. Ähnlich der hier ausführlich be- 
handelten Bewegung der gezupften Saite läßt sich die der geschla- 
genen und gestrichenen Saite behandeln. Nur sind die zu er- 
füllenden Bedingungen komplizierter. 

Der theoretisch einfachste Fall ist der, bei welchem ein voll- 
kommen harter (starrer) Hammer schlägt und so schnell zurück- 
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springt, daß die Saite während der Berührungszeit sich noch nicht 
merklich aus ihrer Buhelage entfeint. Dann ist die Funktion f(x) 
von Nr. 21 gleich Null und die Funktion g(x) nur auf der vom 
Hammer herührten Strecke von Null verschieden, indem hier die 
Saitenpunkte durch den Stoß eine gewisse Anfangsgeschwindigkeit 
erhalten. Doch liefert diese einfache Annahme keine mit der Er- 
fahrung ühereinstimmende Bewegung; noch weniger, wenn man 
die Hammerhreite verschwindend klein nimmt, so daß nur ein 
Längenelement c^o; der Saite eine gewisse Anfangsgeschwindigkeit 

(ll)o=^(^') «'^"- 

Die Bechnung ist aher für diesen zuletzt erwähnten Spezial- 
fall sehr einfach. Die Koef&zienten der Fourierreihen (48) in 
Nr. 28 für den Anfangszustand werden 



(56) i . , 2»,' . kxx' 2»V • *««' *«« , . « 

wohei Vq das Produkt aus der Länge dx des geschlagenen Saiten- 
stückes und der durch den Schlag erteilten Geschwindigkeit ist. 
Die Bewegung würde also nach Gl. (47) in Nr. 28 dargestellt 
werden durch 

2h/ . Jcjcx* , kjtx . knct 



v == > — T Sin — 1 — sm —T- sin , 
(57) \ *=i 



[..--, c.y|=v',^]. 



Die Formel (56) zeigt, daß die Amplituden der Partialtöne 
mit wachsender Ordnungszahl Je weniger schnell abnehmen als bei 
der gezupften Saite mit zwei geradlinigen Stücken und scharfem 
Knick. Die Obertöne müßten also hier noch stärker zur Geltung 
konunen. Im übrigen gilt das über den Wegfall bestimmter Ober- 
töne bei gewissen Lagen der Zupfstelle Gesagte auch hier für die 
gleichen Lagen der Anschlagstelle. 

Die ganze Bechnung kann jedoch nur als Beispiel für die 
mathematische Behandlung dienen; physikalisch ist sie für die 
Akustik wertlos, weil die zugrunde gelegten Annahmen über die 
Art des Anschlags nicht zu verwirklichen sind. Erstens ist der 
Hammer nicht unendlich schmal, zweitens aber — und das ist 

6* 
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die Hauptsache — ist die Berührungsdauer von Hammer und 
Saite nicht verschwindend klein gegen die Periode der Saiten- 
schwingung. Der Hammer springt nicht infolge seiner eigenen 
Elastizität zurück, sondern wird erst von der zurückschnellenden 
Saite mitgenommen und so zurückgetriehen. Das Zurückschnellen 
der Saite erfolgt aber erst, wenn von den beiden durch den 
Hammerstoß erzeugten Wellen, die vom Anschlagpunkt nach ent- 
gegengesetzten Richtungen fortschreiten, die am näheren Saiten- 
ende reflektierte auf der Bückkehr den Anschlagpunkt wieder er- 
reicht hat. Solange dauert nach den Versuchen von Kaufmann^) 
die Berührung. 

Helmholtz hatte, weil auf Versuchen beruhende Daten fehlten, 
die entgegengesetzte Annahme gemacht, daß der Hammer infolge 
seiner Elastizität zurückspringt, und zwar bevor die reflektierte 
Welle zurückkommt. Für den zeitlichen Verlauf des Druckes 
zwischen Hammer und Saite, also der von jenem ausgeübten Erafb 
während der Berührung hatte er — ebenfalls in Ermangelung ex- 
perimenteller Daten — die Sinusform angenommen. Daraus er- 
gibt sich für die Amplituden Ä^ der Fourierreihen ein Ausdruck, 
der mit wachsender Ordnungszahl k der Fartialtöne abnimmt wie 

-p , so lange die Berührungsdauer endlich bleibt, dagegen wie y , 

also langsamer imd in Übereinstimmung mit dem obigen Resultat 
(vgl. Gl. (56)), wenn die Berührungsdauer unendlich klein wird. 
Der Klang wird also bei hartem, kurzen Anschlag wegen stärkeren 
Hervortretens der Obertöne schärfer, was mit der Erfahrung über- 
einstimmt. Quantitativ stimmt aber die Helmholtzsche Theorie 
nicht; wenn man sie auf die Tonerzeugung geschlagener Saiten 
z. B. beim Klavier anwenden will. Die von Kaufmann auf Grund 
seiner Beobachtungen aufgestellte Theorie ergibt dagegen sowohl 
für die Berührungsdauer als auch für die Bewegung des Anschlag- 
punktes Ausdrücke, die mit der Erfahrung nahezu übereinstimmen. 
Die Abweichungen scheinen von der Vernachlässigung der ja nicht 
unbedeutenden Dämpfung der Bewegung durch Reibungskräfte 
herzurühren. 

Aus der Helmholtz sehen Behandlung und deren Spezialfall 
(vgl. Gl. (56) und ('57)) würde folgen, daß diejenigen Fartialtöne 
ausfallen, die an der Anschlagstelle einen Knoten besitzen. (In 

1) W. Kaufmann, Wiedeinanns Annalen d. Phys. u. Chem. 54. 
(1896) S. 676. 
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Gl. (56) wird für diesen Fall der Sinus gleich 0.) Darauf suchte 
Helmholtz eine Erklärung für die von den Klavierbauern ge- 
wählte Lage des Anschlagpunktes zu gründen. Sie soll nach ihm 
derartig sein, daß die bereits unharmonisch wirkenden Teiltöne 
7 oder 9 nicht erregt werden. Dazu müßte der Anschlagpunkt 
genau in Yy oder Y^ der Saitenlänge vom Ende entfernt liegen. 
Diese weitverbreitete Erklärung ist nach neueren Beobachtungen 
sicher unrichtig. Denn erstens liegt der Anschlagpunkt bei fast 
allen Instrumenten weder genau in y^ noch genau in Yg, sondern 
schwankt zwischen Yg und Yio- Anschlagen neben dem Knoten- 
punkt bringt aber den betreffenden Teilton gerade besonders stark 
hervor; die genannten Töne würden also durch die getroffene Wahl 
geradezu begünstigt werden. Zweitens fällt bei Anschlag mit 
einem weichen Hammer der Partialton, der einen Knoten im 
Schlagpunkt hat, keineswegs ganz aus, wie Versuche von Hip- 
kins^) lehren. Tatsächlich kann man auch am Klavier den 7. 
und 9. Teilton hören; beide sind aber so schwach, daß sie nicht 
stören. Der wahre Grund für die in der Praxis beliebte Wahl der 
Lage der Anschlagstelle ist der, daß sie eine Schwingungsform 
ergibt, bei welcher der Grundton besonders stark und der Klang 
voll und kräftig ist. Die Stelle liegt so weit vom Ende entfernt, 
daß die Saite daselbst durch den Schlag noch genügend ausge- 
baucht wird, also genug Energie aufnehmen kann, und so weit 
von der Mitte entfernt, daß der Hammer noch rechtzeitig abge- 
worfen wird, um die Ausbildung der Grundschwingung nicht zu 
stören. 

32« Gestrlohene Saite. Nach den Beobachtungen mit dem 
Vibrationsmikroskop usw. ist die Bewegung eine teilweise er- 
zwungene. Der durch Einreiben mit Harz (Kolophonium) klebrig 
gemachte Bogen hält die berührte Saitenstelle fest und nimmt sie 
mit seiner eigenen (im allgemeinen konstanten) Geschwindigkeit 
mit, bis die vergrößerte Saitenspannung, welche durch die infolge 
der Ausbuchtung erzeugte Dehnung entsteht, die Eeibung über- 
windet und die Saite losreißt; die Saite schwingt nun frei zurück 
und wird bei einer bestimmten Lage neuerdings vom Bogen er- 
griffen und wieder in der alten Weise mitgeführt. Die Form der 
dabei entstehenden Schwingung hängt außer von der Intensität 



1) A. J. Hipkins, Proc. Birmingham philos. Soc. 37 (i884 
S. S63. 
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des Festhaftens (also der Reibung), die durch Beschaffenheit und 
Druck des Bogens bedingt wird, von der Bogengeschwindigkeit 
und der Lage der Streichstelle ab. 

Die Bewegung der verschiedenen Saitenpunkte ist sehr mannig- 
faltig. Am einfachsten ist sie im allgemeinen an der Streichstelle; 
das Bewegungsgesetz der übrigen Punkte ist komplizierter. Weiter 
ist die Bewegung der Streichstelle besonders einfach, wenn sie mit 
einem wichtigeren Knoten, insbesondere also einem mehrfachen, 
d. h. mehreren Partialtönen gemeinsamen, Ejioten zusammenfällt; 
z. B. wenn sie in der Saitenmitte oder in y,, y^ usw. liegt. Dann 
schwingt der gestrichene Punkt mit konstanter Geschwindigkeit 
(der Bogengeschwindigkeit) aufwärt« und nach dem Abreißen vom 
SP y\ y\ y Bogen mit ebenfalls konstan- 

I *, -^^ — \ y/^ — \ • y/^ ter aber geänderter Geschwin- 

\ I ^ ^^ ^^ digkeit abwärts. Diese Be- 

> Fig. 26. ^ ^®^* wegung wird durch eine ein- 

Helmholtx sehe BewegnngBform eine« PunkteB fache Zickzacklinie mit ZWOi 
der gestriobenen Saite. i . i . . i 

yerscnieden geneigten geraden 
Strecken dargestellt, wenn man die Zeit als Abszisse, die Ab- 
lenkung als Ordinate aufträgt (Fig. 25). Das ist die von Helm- 
holtz^) zuerst beobachtete und fOr typisch gehaltene Bewegungs- 
form der gestrichenen Saite. Nach Beobachtungen von Raps und 
Krigar-Menzel^) ist das nur ein spezieller Fall; die Bewegung 
ist im allgemeinen komplizierter. 

Eine den Beobachtungen besser als die Helmholtzsche ent- 
sprechende Theorie hat W. Voigt') und vor ihm Lindemann*) 
gegeben. Wegen Baummangel muß hier auf die Wiedergabe bei- 
der Theorien verzichtet werden. 

4. Kapitel. 

Eigensehwingnngen zylindrischer nnd koniseher Gas- 
sänlen (Pfeifen). Ebene nnd kugelförmige Wellen. 

33. Differentialgleioliang der Eigensohwingungen zylin- 
drisoher Gassäulen und ebener Wellen. Die Herleitung der 

1) H. V. Helmholtz, Tonempfindnngen Beilage VI. 

2) 0. Krigar-Menzel und A. Raps, Wiedemanns Ann. d. Physik 
u. Chemie 44 (1891) S. 62S. 

3) W. Voigt, Göttinger Nachrichten, 1890 S. 602. 

4) F.Lindemann, Bei. d.naturf. Ges. in Freibarg i.B. 7 (1880)8.500. 
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Gleichung fär die (longltudinalen) Schwingmigen linearer Gas- 
säulen in Bohren (Pfeifen) erfolgt genau so wie diejenige der Glei- 
chung für die Longitudinalschwingungen von Stäben; nur ist statt 
des Dehnungsmoduls E der Eompressionsmodul k (die Yolumen- 
elastizität) einzuführen. Die Bewegung der Gasteilchen erfolgt im 
wesentlichen in Richtung der Böhrenachse, die seitlichen Ver- 
schiebungen senkrecht zur Achse sind bei hinreichend engen Röhren 
zu vernachlässigen. Bei Wegfall äußerer Yolumenkräfte gelten 
die Gleichungen 

/.x du dp . du 

W 9^ ä^; U-ä7 

(3) V^¥^ ^^''^*' 

(4) ^ = ^(1 4- s). p —^(1 + sY — appr^(l + hs). 

Es bedeutet x die laufende Koordinate in der Röhrenachse, u die 
Verschiebung eines Teilchens in der Richtung x, U die Geschwin- 
digkeit dieser Bewegung, q die Dichte, p den allseitig gleichen 

Druck, 5= - die Verdichtung oder KompressicHi (Dichte- 
zunahme dividiert durch ursprüngliche Dichte), x das Yerhftltnis 
der spezifischen Wärmen des Gases bei konstantem Druck und 

konstantem Volumen (x=« — ). Gleichung (1) ist das STewton- 

sche Bewegungsgesetz, (2) die Kontinuitätsbedingung, (3) die 
adiabatische Zustandsgieichung (adiabatisches Druckgesetz) des 
Gases, welche Druck und Dichte miteinander verknüpft, p und ^, 
p und Q sind zusammengehörige Werte; p und f die Werte für 
den Ruhezustand des Gases, um welche p und q schwanken. Daß 
bei den schnellen Schwingungen keine merkliche Wärmeabgabe 
stattfindet und deshalb nicht das isotherme Druckgesetz, sondern 
das adiabatische anzuwenden ist, wurde schon in Nr. 12 allgemein 
besprochen. Daraus folgt, daß als Volumenelastizitätsmodul der 
adiabatische h^^^ pyc einzusetzen ist. Gleichung (4) stellt die 
Dichteänderung dar, welche bei kleinen Änderungen in erster An- 
näherung linear ist; dementsprechend gilt auch die Gleichung lÜr 
die Druckänderungen in der approximativen Form. 
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Die Gleichungen (1) und (2) sind die eindimensionalen Spezial- 
formen der allgemeinen Gleichungen (6) und (37) in Nr. 8 und 
14 und gehen aus ihnen hervor, wenn man hedenkt, daß äußere 
Kräfte wegzulassen sind, daß scherende Kräfte (Schubspannungs- 
kräfte) 3£y, X, usw. in Gasen (und Flüssigkeiten) nicht vorkommen 
können, und daß infolge dessen der Druck nach allen Richtungen 
gleichmäßig als Normaldruck wirkt (die drei Hauptdrücke X^, 
?)yi 3, sind einander gleich und gleich p gesetzt). Diese Gleichungen 
sind auch leicht gesondert abzuleiten. Für Gl. (l) ist das in Nr. 16 
bei den Longitudinalschwingungen von Stäben ausgeführt. 

Aus den Gleichungen (l) bis (4) kann man durch passende 
Kombinationen derselben die abhängigen Variablen bis auf eine 
eliminieren und erhält so Differentialgleichungen zur Bestimmung 
der Lage und der Geschwindigkeit der Gasteilchen, des Druckes, 
der Dichte und der Kompression. Diese haben sämtlich im wesent- 
lichen die gleiche Form. Aus (3) folgt zunächst 

(5) m -|,«9-t-^-apprl^. 

Denn statt des Faktors p kann näherungsweise der konstante Wert 
p gesetzt werden, da p sich von dem Ruhewert ^ des Druckes nur 
immer um verschwindend kleine Größen unterscheidet. Ent- 
sprechende Yertauschungen können zwischen q und 9 überall da 
vorgenommen werden, wo' eine dieser Größen als Faktor auftritt. 
Es wird somit 

/g\ ?^=,/?^\ dQ ^pudg 

^ ^ dx'^ydg/t^uh dx g dx 

Durch Einsetzen dieses Wertes in (l) und Division beider Seiten 
der Gleichungen (l) und (2) mit q bzw. q erhält man sie in den 
Formen . 

dvL pK dg 



(la) 
(2 a) 



dt e'8a;' 

dn 1 Bq 

dx g dt 



p% 



Indem man (la) nach ^, (2a) — nach Multiplikation mit ^~ 

nach x differentiiert und voneinander subtrahiert, erhält man die 
partielle Differentialgleichung für die Geschwindigkeit u 



33. Bew.-gl. d. Eigenschw.v. Gassäulen. 84. Schallgeschwindigkeit 79 



wobei die Konstante rechts mit c bezeichnet ist. Setzt man hierin 
9 = 9(1 + 5) ein, so folgt dieselbe Gleichung (7) mit derselben 
Konstante c für die Verdichtung s. Differentiiert man (la) nach rc, 
(2 a) nach t und subtrahiert, so ergibt sich die Gleichung für die 
Dichte 9, wieder in genau derselben Form. Setzt man darin 
9 — 9(14-5), so folgt dieselbe Gleichung mit derselben Kon- 
stante c für die Verdichtung s. Ersetzt man darin weiter 9 durch p^ 

indem man die aus (3) folgenden Beziehungen 0^=^X0—, 

c sc sc 

^ s^p^— benutzt, so erhält man diese Gleichung auch für den 

Druck jp, und zuletzt folgt sie auch noch für die Verschiebung u, 
Gleichung (7) ist also der gemeinsame Bepräsentant der Differen- 
tialgleichungen für Dichte, Verdichtung, Druck, Geschwindigkeit 
und Verschiebung der Teilchen ^) bei den (longitudinalen) Schwin- 
gungen linearer Gas- und Flüssigkeitssäulen. Denn die Ablei- 
tung ändert sich für Flüssigkeiten nicht, nur der Wert von c wird 
ein anderer, weil statt der Gleichung (3) eine andere Beziehung 
zwischen Druck und Dichte gilt. Führt man nämlich in (l) für 

T^ nicht den schon mit Hilfe von Gl. (3) ausgerechneten Wert 
c oc 

i?x ö— » sondern den allsfemein gültigen 0^ = ( 0^ ) • ö~ iiach (6) 

^ dx^ ^ ^ ^ dx \^9/adiab OX ^ ' 

ein, so wird die Differentialgleichung (7) in allgemeinerer Form 

Die Gleichung bleibt also unverändert, nur die Konstante c hat 
nicht die spezielle Form wie in (7). In der neuen Form gilt sie 
allgemein auch für unvollkommene Gase und für reibungslose 
Flüssigkeiten. 

34. Die Soliallgesoliwindigkeit. Der Wert von 0, die Schall- 
geschwindigkeit in dem betreffenden Medium (vgl. Nr. 19), hängt 
mit dem adiabatischen Kompressionsmodul k^ eng zusammen; denn 

es ist nach (20) in Nr. 12 Ä;^= — v (^) , also wird durch Ein- 

^ ^ j * V^V/adiab' 

führung von 9 == — ^) 

1) Sie gilt in derselben Form auch für das Geschwindigkeits- 
potential q> als abhängige Variable, dessen Bedeutung in Nr. 15 er- 
klärt worden ist. 

2) V ist hier das spezifische Volumen. 



80 



4. Kap. Eigenschwingongen von Gassäulen 



,s 



(?) =ß-) •?— (^) 

V^p/adiab \^t?/adiab ^p \^V/ 



adiab 



V 



Jc^v 



oder wenn mit erlaubter Yernaclilässigung v 
wird, 



V, 



Q=^ Q gesetzt 



(B) 



J«o-fc V = ^ = 

^ 9 



K 



aQ 



Das Quadrat der Schallgeschwindigkeit in Flüssig- 
keiten und Gasen ist gleich dem Quotienten aus Eom- 
pressionsmodul Je und Dichte q, oder, was dasselbe ist, 
gleich dem reziproken Wert des Produktes aus Kom- 
pressibilität K und Dichte q. 

Eompressionsmodul (Volumenelastizitat) und Dichte hängen 
Yon der Temperatur ab; daher ändert sich die Schallgeschwindig- 
keit mit dieser. Meist wird sie mit steigender Tepperatur größer, 
weil die Dichte dabei abnimmt und sich schneller ändert als der 
KompressioDsmodul. Außerdem ist sie mit dem Druck variabel, 
da Q und Je auch yon diesem abhängen. 
• Bei vollkommenen Gasen hängt c nur von der Temperatur, 

nicht vom Druck ab; denn der Quotient - ist nach der Zustands- 
gieichung derselben nur von der Temperatur abhängig, und zwar 
ist, wie leicht ersichtlich, 



(9) 



c = Co y 1 -f a ^ = Co }/« ^• 



Hier ist a der thermische Ausdehnungskoeffizient der Gase 
(a == 0,00367 = g^), t die Temperatur in Celsiusgraden vom Eis- 
schmelzpunkt an gerechnet, T=» ^-f- 273 die absolute Temperatur, 
Cq die Schallgeschwindigkeit bei 0^ Celsius. Vorausgesetzt ist, daß 
das Verhältnis der spezifischen Wärmen k sich nicht mit der Tem- 
peratur ändert, sonst gilt Gleichung (9) nicht. 

Tabelle 5 enthält die Werte der Schallgeschwindigkeit bei 0^ C. 
für einige Gase. 

Tabelle 6. 



XU 



Schweflige Säure .... 209i0 »ek 

Kohlensäure 260f5 

Stickcxydul 263,1 

SchwefelwaBBerstoff . . . 289,3 
GhlorwasserstofiP 295,5 



1, 



II 



II 



II 



m 



Sauerstoff 317,2 ^^ 

Kohlenoxyd 337,1 

Stickstoff 337,3 

Wasserstoff 1263 



II 



II 
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35. Sohwingungen in einer beiderseits geschlossenen 
Bohre. Die Differentialgleichung (7) bzw. (7 a) in Nr. 33 ist ge- 
nau dieselbe wie die der Longitudinalschwingungen von Stäben; 
daher gelten auch dieselben Integrale, die nur je nach den Grenz- 
bedingungen verschieden sind. Diese sind aber wieder unter glei- 
chen äußeren umständen für Geschwindigkeit, Dichte, Druck usw. 
verschieden; z. B. ist an festen Wänden (geschlossenen Bohrenden) 
die Verschiebung und Geschwindigkeit der Teilchen senkrecht zur 
Wand Null, die Kompression (Verdichtung) aber hat dort Maximal- 
werte. Die Form der Integrale fQr u, u, ^, 5, p ist also zum Teil 
verschieden. Doch braucht man natürlich nur fQr eine dieser 
Größen das passende Integral zu finden, die anderen ergeben sich 
dann aus ihm mittels der Gleichungen (l) bis (4). Aus diesen 
folgt sofort, daß Verschiebungen u und Geschwindigkeiten u, so- 

wie Druck- und Dichtegradienten ^ und ^ an denselben Stellen 

sc o sc 

ihre Null werte haben, und daß andererseits die Nullstellen (Knoten) 

der Dilatation ^— , bzw. der Verdichtung s und der zeitlichen 

Druck- und Dichteschwankungen -^ und -^rr zusammenfallen. 

Diese Beziehungen sind in der allgemeinen Zusammenstellung der 
Grenzbedingungen in Nr. 27 und in den Tabellen 3 und 4 für die 
Lage der Knoten usw. schon mit angefOhrt. 
Es sind folgende Fälle möglich 

1. Beide Enden der Bohre (Pfeife) sind geschlossen, 

2. Beide Enden der Bohre sind offen, 

3. Ein Ende ist offen, das andere geschlossen. 
Praktischen Wert haben besonders Fall 2 und 3; jener ist in den 
offenen, dieser in den gedeckten (gedackten) Lippenpfeifen der 
Orgeln und anderen Musikinstrumenten, sowie bei Zylinderresona- 
toren annähernd verwirklicht. 

Fall 1. Beide Böhrenenden geschlossen. Die Bohre er- 
strecke sich von x=^0 bis a; == Z. 

Man erhält die Eigenschwingungen eines langgestreckten zylin- 
drischen, allseitig geschlossenen Hohlraumes. Die Grenzbedin- 
gungen sind, da offenbar an den durch feste Wände geschlossenen 
Enden die Gasteilchen sich nicht senkrecht zu diesem bewegen können, 

(10) w=-0 für rc = unda? = ?. 

Die Differentialgleichung (7), in der man statt u die Verschiebung 
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u als abhängige Variable einsetzt, bat offenbar dieselbe Lösung 
wie die entsprechende Gleichung (3) in Nr. 16 für die Longi- 
tudinalschwingungen eines beiderseits festen Stabes (vgl. Nr. 26). 
Zulässige Partialschwingungen sind 

A^ sin-^ smn^t 
(11) u^^{ ^^ mitn^ ~ (Ä-1,2,3...). 



nuX 



A^ sin -^^ cos w^^ 



c 



Die A;^ Partialschwingung in allgemeiner Form ist die Summe 
beider, nämlich 

(IIa) t*j = (-^t'sin Wj f + ^k cos n^ i) sin -^ = J.^ sin -^ sin (nj; -\- d'j^, 
wobei 



Ä^ 



ft 



(12) A-y^'^ + A'"; sin*,= -==^ 



l/^i" + ^i"'' 



cos ■*,. = * 



k I / j #« I j '/] 



Hieraus folgt alles andere. Die Partialtöne bilden die vollständige 
harmonische Beihe. 

36. Sohwingungen in einer beiderseits offenen Bohre 
(offene Pfeife). Fall 2. Beide Röhrenenden offen (offene 
Pfeife). Die elementare Theorie nimmt an, daß an den offenen 
Enden, wo die Gassäule mit der äußeren Atmosphäre in Verbin- 
dung steht, der Druck und damit auch die Dichte sich momentan 
ausgleichen, so daß daselbst beide Größen konstant die äußeren 
Ruhewerte besitzen; die Verdichtung 5 ist also dort gleich Null. 
Die Röhre erstrecke sich von a; = bis oj = Z. Die Grenzbedin- 
gungen sind daher: 

(13) 5«0 für x^O und x^l 

Die Differentialgleichung (7), mit s statt u als abhängiger Variablen, 
hat hier dieselbe Lösung wie die Gleichung im vorigen Fall für 
die Verschiebung w, also 

(l 4) 5^ = (^*'sin W;fe^ + jB/' cos fij^t) sin -^ 

c 

= -ß* sia ^ sin (n^t + 9^') 
wobei B^ und &^ analog wie dort bestimmt sind. 
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Für die Geschwindigkeit U ergibt sich hiemach mittels Glei- 
chung (2) und (4) in Nr. 33: 

f^ ^x ^u 1 ^p 1 d9 da 

<^^^) di — 7ä« — (l+^a« — »PP'o^ai 

= — ^hi-^k ^^s ^k^ "" ^t"sinW;t<) sin -^ ; 
also durch Integration 

(16) Uj = c(-B/cos n^^t — B^'sia n^t) cos -^ , 

wenn man die additive Integrationskonstante, die bei einer perio- 
dischen Lösung keine Bedeutung hat, wegläßt. Die Verschiebung 
u wird somit 

(1 7) Uj^ = •^^{Bj;8mn„t + 5/' cos n^^t) cos *^ • 

= ^.BtCos^sin(wj<+^;). 

Statt mit der Verdichtung 5 kann man auch mit der Verschiebung 
u rechnen, muß dann aber als Grenzbedingungen einführen 

d. h. der Verschiebimgsgradient (und der Geschwindigkeitsgradient) 
ist an den offenen Enden gleich Null. Diese Beziehimg ergibt sich 

aus Gleichimg (2) und (4) in Nr. 33, da j- offenbar dieselben 

Nullstellen hat wie s selbst. Diese Grenzbedingung ist dieselbe, 

welche in Nr. 26 für den Stab mit freien Enden galt. Man kann 

daher auch die dortige Lösung [Gleichung (38) in Nr. 26] ohne 

weiteres anwenden und erhält sofort Uj^ in der Form von (17). 

Nur die Konstanten B^ und Bf^'' sind noch mit dem konstanten 

/» 
Faktor — multipliziert. 
^k 
Die Kreis&equenzen sind wie im Fall 1 

(18) W;fc = -^— , (* = 1,»,8...) 

umfassen also die vollständige harmonische Fartialtonreihe. 

Die beiden Fälle der beiderseits geschlossenen und offenen 
Röhre unterscheiden sich also, wie auch von vornherein zu er- 



(13«') IIHS=« ^ 
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warten ist, nur dadurch, daß die Normalfunktion der einen sin -^— 
' ' c 

ist, wenn die der anderen cos -^ ist, und umgekehrt. 

c 

37. Sohwingungen in einer an einem Ende gesohlosse- 
nen Bohre (gedaokte Pfeife). Vergleiohende Znsanunen- 
stellung. Falls. Ein Böhrenende geschlossen, das andere 
offen. 

Es seia;«0 das geschlossene, x='l das offene Ende. Die 
Grenzbedingungen sind 

(19) M = far ir = 0, |^ = fOr x-^l. 

Die Lösung ist genau dieselbe wie diejenige in Nr. 26 für die 
Longitudinalschwingungen eines bei x = festen, bei o; =» 2 freien 
Stabes, nämlich wie Gleichimg (41) daselbst 

(20) % = (C^'sin n^'t + C^'aos n^ t) sin — — = Cj^sin — — sin {n^'t + '9'^") 



(21) 



^k - 



(2Ä; — l)5rc 
21 



<t = l,2,8...). 



Für eine Röhre mit offenem Ende bei ir = 0, geschlossenen bei 
a5 = Z würde entsprechend cos — — statt sin — — zu setzen sein. 
Die Beihe der Partialtöne enthält hier nur die ungerad- 

zahligen n^ ^YZ' **« ~ TT' **» ^"äT ' ' "* wodurch die an- 
dere Klangfarbe der gedackten Pfeifen bedingt ist. Zugleich ist 
die absolute Höhe des Grundtones n^' eine andere als die des 
Grundtones n^ der gleich langen offenen Pfeife. Sie ist die tiefere 
Oktave von diesem. Die Partialtöne einer offenen und einer ge- 
dackten Pfeife von gleicher Länge l sind 

Tabelle 6: 



Je 



gedackt 



offen 



«1 = 



7tC 

27 



w, = 



n, = 



7CC 

T 



3nc 



w, = 



«j« 



2nc 



hitc 

~2r 



USW. 



»3« 



3«c 



usw 



37. An einem Ende geschlossene Eöhre (gedackte Pfeife) 85 



Die zugehörigen Frequenzen sind 

Tabelle 7: 



Kreisfrequenz n 
gedackt offen 



Sekundenfrequenz 
gedackt offen 



Ä;=l 



Ä; = 2 



Ä=3 



w. = 



21 



w. = 



nc 



^ 



TT 



«s = 



2ltC 



»8 = 



hnc 
27" 

usw. 



3«c 



jr/= 



C 

47 



-^^1 Q 7 



C 

2Z 






3c 
42 



^.= 



2c 
22 



N,' 



6c 

42 



JV.«^, 



3c 
22 



usw. 



(f 



Für trockene Luft mit der Schallgeschwindigkeit c=33300 
cm/sek. = 333 m/sek. bei O^C sind die sekundlichen Schwingungs- 
zahlen der Partialtöne verschieden langer Pfeifen in den Tabellen 
8a und b (entnommen aus Auerbach, Akustik, Bd. IL des Hand- 
buches der Physik 1909) bis zum 
4. bzw. 8. Oberton angegeben. 

Die Lage der Knoten und 
Bäuche für Verschiebung, Ge- 
schwindigkeit, Druck, Dichte usw. 
ist bereits in Nr. 26 angegeben 
(vgl. auch die Tabellen 3 und 4) 
Fig. 26 (ebenfalls entnommen aus : 
Handbuch der Physik, Bd. 11, 
Akustik, bearb. von F. Auer- 
bach) zeigt die Lage der Knoten 
und Bäuche in beiden Fällen für 
den 1. — 4. Partialton. 

38. Mängel der elemen- 
taren Theorie offener Pfeifen. 
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Fig. 26. 

Lage der Knoten • und Bäuche o der 

Verrücknng bei der gedackten {g) und 

offenen {0) Pfeife ftlr die ersten vier Far- 

tinltöne 
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Die Voraussetzungen, welche der elementaren Theorie der Pfeifen 
zugrunde gelegt werden, sind nicht streng. Daher stimmen die 
Bechnungsergehnisse nicht ganz mit der Erfahrung überein. Ins- 
besondere sind zwei wesentliche Abweichungen festzustellen, welche 
die berechnete Tonhöhe und die Lage des dem offenen Ende 
nächsten Knotens betreffen. Dieser liegt dem Ende näher als die 
Rechnung fordert und zwar um so mehr, je weiter die Pfeife ist. 
Die Tonhöhe ist ebenfalls von der Röhren weite abhängig, sie sinkt 
im allgemeinen mit abnehmendem Rohrdurchmesser. Außerdem 
macht sich auch ein Einfluß des Materials und der Oberflächen- 
beschaffenheit der Wand auf die Tonhöhe bemerkbar. 

Diese Änderung der Tonhöhe wird dadurch hervorgerufen, daß 
die Schallgeschwindigkeit c in engen Röhren nicht den Wert 
wie in freier Atmosphäre hat, sondern infolge der Reibung und 
der Wärmeabgabe des Gases an die Wände verkleinert wird.^) Die 
veränderte Enotenlage wird dadurch bedingt, daß die Grenzbedin- 
gung am offenen Ende nicht ganz richtig angesetzt ist, weswegen 
die berechnete Schallbewegung in der Röhre von der wahren ab- 
weicht. Man darf nämlich, wie Helmholtz nachgewiesen hat, 
nicht annehmen, daß am offenen Ende gar keine Druck- und 
Dichteänderungen stattfinden. Denn dann würde überhaupt kein 
Übergang von Schall aus der Röhre in die Atmosphäre möglich 
sein. Da in der Außenluft auch Schallbewegung vorhanden ist, 
nur mit anderer Form der Wellenflächen — in der Röhre ebene 
Wellen, außerhalb nahe der Mündung ungefähr halbkugelige Wellen 
in großer Feme genau Kugelwellen — , so finden in der Ebene 
der Öffnung auch Druck- und Dichteänderungen statt, und zwar 
in solchem Betrage, daß die im Innern der Röhre herrschende 
Bewegung, welche durch Gleichimg (14) bzw. (17) oder (20) dar- 
gestellt wird, stetig in die außen vorhandene Bewegung übergeht. 
Diese ist aber nicht mehr eindimensional, sondern hängt außer von 
X auch von den anderen Koordinaten y und e ab. Man muß also 
die allgemeine Theorie zu Hilfe nehmen, um die Schallbewegung 
auf Grund der richtigen Grenzbedingung zu ermitteln und die 
„Mündungskorrektion" der Pfeife, d. h. die Verschiebung des 
ersten Knotens zu berechnen. Für die prismatische und zylindrische 
Pfeife von überall gleicher Weite ist dies Problem von Lord 



1) G. Kirchhoff, Poggendorfs Annalen d. Phys. u. Chem. 134 
S. 177 (1868). 

Kai ahne: Akustik II 7 
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Rayleigh, G. Kirchhoff, Helmholtz u. a. näherungsweise ge- 
löst. Ferner läßt es sich nach Helmholtz für Röhrenformen be- 
handeln, die von der genauen Kreiszylinderform etwas, z. T. un- 
wesentlich, abweichen, aber auch Rotationsflächen um die Röhren- 
achse sind. Und dabei lassen sich bestimmte trompetenähnliche 
Röhrenformen finden, für welche die Korrektion Null ist. Die 
Helmholtzsche „Theorie der Luftschwingungen in Röhren mit 
offenen Enden^^ ist schließlich auch auf solche Formen des ein- 
geschlossenen Luftraumes anwendbar, welche von der Röhrenform 
ganz abweichen, insbesondere auch solche Räume, welche nach 
allen drei Dimensionen gleichmäßig ausgedehnt sind (Kugeln, kurze 
weite Zylinder usw.), die mit der Außenluft nur durch eine oder 
einige wenige enge Öffnungen in Verbindung stehen. Solche For- 
men — von Kirchhoff kubische Pfeifen genannt — werden 
als Resonatoren benutzt. Die Grundzüge dieser Theorie werden 
im B.Kapitel behandelt. Vorher soll aber die Schwingungsbewegung 
in Gasen für den dreidimensionalen Fall allgemein besprochen und 
im besonderen auf den Spezialfall der Kugelwellen und die 
Eigenschwiogungen der konischen Pfeifen angewandt werden. 

39. Die Differentialgleicliang bei Abhängigkeit von allen 
dreiBaiimkoordinaten. Dreidimensionales Problem. Schwin- 
gungen mit unendlich kleiner Amplitude sind stets wirbelfreie Be- 
wegungen, da Wirbelbewegungen nicht unendlich klein bleiben. 
Der Geschwindigkeitsvektor ^) u, als Funktion des Ortes betrachtet, 
läßt sich also als negativer Gradient des (skalaren) Geschwindig- 
keitspotentials q> darstellen ^) 

(22) U «= — grad q> 

mit den Komponenten 

(22a) „, = -||. «, = -g, „. = -^. 

Diese Werte hat man in die allgemeinen Bewegungsgleichungen 
elastischer Körper — Gleichung (6) in Nr. 8 — einzufahren, in 
denen die drei Hauptdrücke 3£jp = ?)y = 3*=i^j <^iö Scherungs- 
drücke aber gleich Null zu setzen sind. Die äußeren, auf die Vo- 



1) Es soll hier wieder die Schreibweise der Vektorrechnung an- 
gewandt werden. (Vgl. v. Ignatowsky, diese Sammlung Bd. VI, 1). 

2) Als Gradient wird hier der Anstieg der Größe qp bezeichnet; 
daher ist noch das negative Vorzeichen hinzugefügt. 
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lumenelemente der Flüssigkeit oder des Gases wirkenden Kräfte 
3£', D', 3' haben in den meisten Fällen (wie z. B. bei der Schwere usw.) 
ein Kräftepotential F, so daß man alsdann setzen kann 

^ ^ Q dx^ Q dy^ Q dz 

Sind die äußeren Kräfte Null, so erhält man die Eigenschwingungen 
der Gas- bzw. Flüssigkeitsmenge. 

Bei der Umformung der Gleichungen (6) von Nr. 8 ist fol- 
gendes zu berücksichtigen. Die Geschwindigkeit U bezieht sich in 
der Gleichung (6) auf ein bestimmtes Massenteilchen, das sich zu 
der betrachteten Zeit gerade an der Stelle o?, y^ befindet, im 
Laufe der Zeit aber weiter wandert, also andere Koordinaten x\ 
y\ z erhält. Ein zur gleichen Zeit t an anderer Stelle x^^ y^, z^ 
befindliches Teilchen hat im allgemeinen andere Geschwindigkeit 
U^ usw., die Geschwindigkeit ist also eine Funktion der Zeit t 
und des Ortes x^ y^ 0^ an dem sich das Teilchen gerade befindet. 
Die Gesamtänderung der Geschwindigkeit u während des Zeit- 
elementes dt ist dU] die Beschleunigung wird also ^. Diese 

Größe, ebenfalls eine Funktion von t und x, y, 0, läßt sich in 
ihren Komponenten schreiben 



(24) 



du^ ^^^x i?^x_d'x dn^ dy dn^ dg 
dt dt "^ dx dt '^ dy dt"^ dz dt 

dt * dx ^ ^ dy ^ 'dz 

dt" dt "*""* dx "^"y dy "^^^ dz 



d 3c du 
indem > man berücksichtigt, daß "^ = "TT "== ^« ist usw. Sind nun 

die Geschwindigkeiten und ihre Änderungen unendlich klein, so 

sind die Produkte U^-^-^ usw. von höherer Ordnung klein und 

X 

können vernachlässigt werden, so daß bei Bewegungen mit un- 
endlich kleinen Verschiebungen, Geschwindigkeiten usw. -jr durch 
-K-7 ersetzt werden kann. Anders ausgedrückt heißt dies: man 

braucht keine Bücksicht darauf zu nehmen, daß bei der Bewegung 
eigentlich immer neue Teilchen an den betrachteten Baumpunkt 

7* 
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Xj y, gelangen, und kann so rechnen, als ob ein Banmelement 
immer von denselben materiellen Teilchen erfüllt bleibt. 

Die drei Bewegungsgleichungen (6) von Nr. 8, welche bei 
Wegfall der Scheningsdrücke Xy, X, usw. in die Eul er sehen 
hydrodynamischen Gleichungen übergehen 



(25) 



dn^ _ r 1 dp dviy _W 1 ^P d^z _ 8' ^ dp 



dt Q Q dx'* dt Q Q dy^ dt q q de^ 
vereinfachen sich mit Rücksicht hierauf noch weiter. Setzt man 

nämlich jetzt die partiellen Differentialquotienten -^f usw. statt 

/Jif 

j5 usw. ein, führt man ferner das Potential V der äußeren 
dt ' 

Kräfte nach (23) und die neue Hilfsgröße 



p 



(26) -P-=/t' P--^(9) 

Po 

ein, so erhalten die Gleichungen die Form^) 

(27) 'i^—Uy+^)^ w=-Ä(^+^)' -a"'=-Ä(^+^)- 

Führt man nun das Geschwindigkeitspotential q> ein, so werden sie 

und daraus folgt*) 

(29) ||+7 + p=/-(() + (7. 

C ist eine additive Integrationskonstante. Die nur von der Zeit 
abhängige Funktion f{i) kann gleich Null gesetzt werden. Denn 

1) In (26) ist die Dichte g eine Funktion nur des Druckes p und 

umgekehrt. Man hat daher -^r~ = ^— I — - = — . Also wird — -^ 

dp dp J Q Q Q ex 

= ^— jr^ = -^ — , und das Gleiche gilt für die anderen Koordinaten 
dp ox ox 

y und z, 

2) Die linken Seiten von (28) sind die mumlichen Ableitungen 

der Funktion -^ 4- ^+ -P- ^^ diese Null sind, so kann die Funktion 

öt 

nur noch von der Zeit abhängen. 
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man kann zu q> eine ganz beliebige Funktion der Zeit additiv bin- 
zufügen, ebne daß dadurch an den Geschwindigkeiten and über- 
haupt an der Bewegung, die man aus q> berechnet, etwas geändert 
wird. Diese Funktion kann man so wählen, daß ihre zeitliche Ab- 
geleitete gleich f{t) wird, so daß auf beiden Seiten von Gleichung 

(29) das Glied f{i) additiv auftritt und sich weghebt. 

Sind auch die äußeren Volumenkräfte X', ^', 3' zu vernach- 
lässigen, so ist y konstant, kann also gleich angenommen wer- 
den, so daß auch diese beiden Größen wegfallen. Es bleibt somit 
als Gleichung für ^ 

(30) lf + ^-0, 
wobei « 

(31) -p=/t' p-n^)- 

p 

Der Druck p ist mit der Dichte q durch das für den betreffenden 
Körper unter den besonderen Umständen des Problems geltende 
Druckgesetz verbunden, was hier durch die Gleichung p = -^(9) 
ausgedrückt wird; bei isothermen Zustandsänderungen idealer 
Gase ist es z.B. das Bojle-Mariottesche Gesetz jp=:konst.^, 
bei adiabatischen das Gesetz p = konst. q^. Dazu kommt die Kon- 
tinuitätsgleichung (37) von Nr. 14, die durch Einführung von q> 
übergeht in 

Durch die Gleichungen (30) bis (32) sind die vier Größen g>, jp, 
^, P bestimmt, wenn noch die Grenz- und Anfangsbedingungen 
gegeben sind. Man kann P, ^, p aus ihnen eliminieren und erhält 
dann als Gleichung, welcher 9 genügen muß: 

(33) ^;r.=c«A^, (c^=^4). 

Denn durch Differentiation von (30) nach t erhält man mit Rück- 
sicht auf (31) 

d\ dP __d\ , \ dp ^c'q> 1 dpdQ_^ 
dt* '^ dt '^ dt* '^ Q dt dt*"^ Q dQ dt "' 

dp^dFJQ) d(f ^dp dg 
dt dg dt dg dt 



da 
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ist. Setzt man hier nun für -^ aus (32) den Wert ^A 9) ein, so er- 
gibt sich Gleichung (33), wenn man noch den DifiPerentialquotienten 
^, der bei unendlich kleinen Änderungen einen konstanten (nur 

noch von der Temperatur abhängigen) Wert besitzt, mit c* be- 
zeichnet. Wie von früher her bekannt (vgl. Nr. 19) ist c die Aus- 
breitungsgeschwindigkeit longitudinaler Wellen in dem Medium. 
Die Gleichung (33) ist das dreidimensionale Analogon der 
früher ausführlich behandelten eindimensionalen Gleichung (13) 
in Nr. 18. Diese wird nämlich durch Einführung des Geschwin- 
digkeitspotentials q> zu 

eine Gleichung, die auch aus (33) hervorgeht, wenn man die 
Glieder mit y und z wegläßt. 

40. Die möglichen Formen der Lösung. Fortschreitende 
und stehende Wellen. Die Lösung des Problems der Schwin- 
gungen in Gas- oder Flüssigkeitsmengen kommt also darauf hin- 
aus, Lösungen der Gleichung (33), der allgemeinen Wellengleichung, 
zu finden, welche auch die Grenzbedingungen und Anfangsbedin- 
gungen befriedigen. Bei diesen Lösungen sind die beiden Klassen 
der fortschreitenden Wellen und der stehenden Schwin- 
gungen zu unterscheiden. Letztere können nur in abgeschlossenen 
Systemen stattfinden, d. h. solchen Systemen, bei denen keine 
Energieabgabe nach außen durch Schallstrahlung erfolgt. Dabei 
können diese Systeme nach einer oder mehreren Dimensionen unend- 
lich ausgedehnt sein. Z. B. kann auch der ganze unendliche Baum 
von ebenen stehenden Wellen erfüllt gedacht werden. Das Charak- 
teristische daran ist immer, daß nirgends Energie dauernd in einer 
Richtung strömt, wie das bei fortschreitenden Wellen der Fall ist. 

Endlich ausgedehnte Systeme müssen, damit sie keine Energie 
durch Schallstrahlung abgeben können, allseitig von festen Wän- 
den umgeben sein. Die Schallbewegung in solchen ringsum ein- 
geschlossenen Gasräumen ist, sobald sie stationär geworden ist, 
eine stehende Schwingung, und zwar eine Eigenschwingung, wenn 
keine äußeren Kräfte wirken, eine erzwungene, wenn solche äuße- 
ren, nur von der Zeit abhängigen periodischen Kräfte wirksam 
sind. Die stehende Schwingung geht, physikalisch betrachtet, aus 
der Übereinanderlagerung fortschreitender Wellensysteme hervor, 
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im einfachsten Falle aus einem direkten and einem an den Wän- 
den reflektierten. Solange der stationäre Zustand noch nicht er- 
reicht ist, muß man zur Lösung der Gleichung (33) Integrale be- 
nutzen, welche fortschreitende Wellen darstellen; nach Eintritt 
dieses Zustandes kann die Lösung auch in solcher Form aufge- 
stellt werden, daß fortschreitende Wellen überhaupt nicht mehr 
darin vorkommen. 

Im stationären Zustand ist die Verschiebung und Geschwin- 
digkeit, und daher auch das Geschwindigkeitspotential ^ einer 
einfach periodischen Funktion der Zeit proportional, als welche im 
einfachsten Falle die Sinus- bezw. Kosinusfunktion oder — beide 
zusammenfassend — die Exponentialfunktion mit imaginären Ex- 
ponenten zu wählen ist. Solche Lösungen sind z. B. die für die 
Eigenschwingungen zylindrischer Pfeifen in Nr. 35 bis 37 auf- 
gestellten Ausdrücke der Verschiebung, Dichteänderung usw. Aus 
dem soeben Gesagten geht aber auch Jiervor, daß die dort ange- 
gebenen Lösimgen eigentlich nur für die beiderseits geschlossene 
Eöhre streng sind; für die einseitig oder beiderseitig offene Eöhre 
kann die Lösung nur annähernd richtig sein, weil bei diesen Bohren- 
formen gar kein geschlossener Hohlraum vorliegt, also auch kein 
stationärer Zustand der Bewegung möglich ist, der nur auf das 
Innere der Eöhre beschränkt bleibt. Jedesmal, wenn die den Gas- 
raum einschließenden Wände irgendwelche Öffnungen haben, durch 
die das Gas mit dem Außenraum in Verbindung steht, versagt 
die elementare Theorie, welche nur die Schwingungen der ein- 
geschlossenen Gasmenge berücksichtigt, und man muß auch die 
Schallbewegung im Außenraum mit in Betracht ziehen. Das ist 
also, da völlig abgeschlossene Gasräunie selten vorkommen, eigent- 
lich immer nötig. Helmholtz hat gezeigt, wie man mit Hilfe 
gewisser allgemeiner Sätze der Potentialtheorie auch dieses Problem 
in besonderen Fällen lösen kann, indem man den Außen- und 
Innenraum in verschiedene Teile teilt, für diese passende Lösungen 
aufsucht und dieselben dann geeignet kombiniert. (Vgl. Kap. 8). 

Für den Fall des vollkommen abgeschlossenen Systems, bei 
dem es sich also um stehende Schwingungen handelt, erhält man 
die dieser Bewegung entsprechende Lösung der Gleichung (33), 
indem man tp einer einfach periodischen Funktion der Zeit pro- 
portional setzt, im einfachsten Falle also proportional ^mnt bezw. 
cosw^, oder, beides zusammenfassend, el^K Mathematisch betrach- 
tet kommt das auf die Lösung durch Zerspalten der abhängigen 



.\ 
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Variablen in ein Produkt mehrerer, nur von je einer Urvariablen 
abhängigen Funktionen hinaus, die auf die einfachere eindimen- 
sionale Gleichung (34) früher bereits angewandt worden ist. 
Setzt man in (33) 

(35) 9 = 9(0.9,*, 

wo 9^^ nur von ^ 9* nur von den Eaumkoordinaten abhängt, so 
zerfällt die Gleichung in die beiden Gleichungen 

(0 



(36) %- + nW^)^0', 



n» 



dt' 
(37) A9* + -^9>*-0 oder A9* + äV* = 0, 

c 

indem man -j = k^ setzt; n ist wie früher eine neu eingeführte 
c 

Konstante, die, wie sich aus (36) ergibt, die Ereisfrequenz der 
Schwingung ist. Diese Frequenz bezw. die möglichen Frequenzen 
der Eigenschwingungen sind mit Hilfe der Grenzbedingungen zu 
berechnen, welche die „Normalfunktion" g>* des betreffenden 
Baumes zu erfüllen hat. Im Innern des Eaumes muß g>* überall 
der Gleichung (37) genügen. 

41. Fortschreitende Eugelwellen. Eine wichtige Form der 
Lösung von Gleichung (33) ist diejenige, welche fortschreitende 
kugelförmige Wellen darstellt. Nimmt man an, daß die Erregung 
der Schwingung von einem Punkte in der ruhenden, allseitig 
unendlich ausgedehnten Gasmasse ausgeht, so folgt aus Sjmmetrie- 
gründen, daß sich die Erregung rings um mit nach allen Rich- 
tungen gleicher Geschwindigkeit ausbreiten muß. Die entstehen- 
den Wellenflächen sind also Kugelflächen um als Mittelpunkt. 
Das läßt sich analytisch leicht aus (33) ableiten. 

Man führt räumliche Polarkoordinaten r, d; ra ein. Es ist r 
der Radiusvektor vom Anfangspunkte bis zu dem betrachteten 
Aufpunkt P, positiv gerechnet im Sinne von nach P; «ö* der 
Winkel zwischen r und der ;ef- Achse (Zenitdistanz), ra der Winkel, 
welchen die durch P und die 0- Achse gelegte Meridianebene mit 
der aj;ef- Ebene einschließt (Azimut). Damit r, «ö*, © ein rechtwink- 
liges System bilden wie x^ y^ z^ ist das Azimut g) in der Ümlaufs- 
richtung zu nehmen, welche die positive a;- Achse mit dem kleinsten 
Drehungswinkel (90®) in die positive y- Achse dreht, und von 
bis 2 TT zu rechnen; die Zenitdistanz d' ist von der positiven ;e^- Achse 
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an zu rechnen und von bis n zu zählen. 
Beide Richtungen sind in der Figur 27 
durch Pfeile angedeutet. Drückt man J\g> 
in diesen Koordinaten aus, so erhält man^) 



(38) 






(■^»fI) 



8r' 



+ 







Fig. 27. 

Bochtshändiges Polarkoordi- 
natensystem r, &, cu. 



Nun kann hier aber aus Symmetrie- 
gründen keine Abhängigkeit von d- und 6o 
vorhanden sein, da die Bewegung sich gleichmäßig nach allen 

Seiten ausbreitet; daher sind ^ und ^-^ gleich Null zu setzen 

und es hängt alles nur von r ab. Es wird hier also speziell 

(38a) ^'P-v'-^P- 

Setzt man dies in (33) ein, multipliziert beiderseits mit r und 
berücksichtigt, daß r nicht von t abhängt, daß man also — ö1|— 
statt r ^ schreiben kann, so geht die Bewegungsgleichung über in 

Das ist aber nichts anderes als die Differentialgleichung der 
ebenen Wellen (vgl. 61. 7 in Nr. 35), für welche die allgemeine 
Lösung nach d'Alembert in Nr. 19 aufgestellt worden ist. Nur 
ist hier die abhängige Variable das Produkt ry, Geschwindigkeits- 
potential mal Radiusvektor. Benutzt man die d'Alembertsche 
Lösung und dividiert beiderseits noch mit r, so ergibt sich für das 
Geschwindigkeitspotential der Kugelwellen der Ausdruck 



(40) 



g> = l,0(r + ct) + ^W{r-ci}. 



Die Funktion - ^^(r-'Ct) stellt eine von nach außen fort- 
schreitende (divergierende) Welle, —0{r + ci) eine von außen 



1) Vgl. z. B. H. Weber, Die partiellen Differentialgleichungen 
der mathematischen Physik Bd. I § 44. (Braunschweig 1910). 
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nach hinschreitende (konvergierende) Welle dar; bei beiden 
nimmt die Amplitude mit zunehmender Entfernung von ab wie 

— • Die nach hinschreitende Welle kann natürlich praktisch nur 

durch Beflexion einer nach außen gegangenen Welle an einer 
Kugelfläche erzeugt werden. Ist nur eine dieser beiden Wellen vor- 
handen, so hat man die betreffende andere Funktion (Z> oder W 
gleich Null zu setzen. 

Durch Differentiation nach r erhält man die Geschwindigkeit 
U, die immer in die Richtung r fallt und daher als u^ bezeichnet 
werden soll 

(41) { 1 

Daraus folgt, daß die Geschwindigkeit mit wachsendem Ab- 
stand r vom Erregungszentrum nicht gleichmäßig abnimmt, wie 

das Potential 9, sondern in unmittelbarer Nähe von wie -^, 
in großer Entfernung aber wie — , dazwischen nach einem kom- 
plizierteren Gesetze. 

Multipliziert man beide Seiten von (40) mit dt und integriert, 
so erhält man die Verschiebung der Teilchen 



(42) 



1 ' ^lp-^-l,t-lJ^^r-ct)ät. 



Obere Integrationsgrenze ist der Zeitmoment ^, für den man 
die Verschiebung haben will, untere Grenze der Zeitmoment, wo 
das Teilchen sich in seiner Ruhelage befand, u^ also Null war. 
Auch hier gilt in kleiner Entfernung r Abnahme der Amplitude 

wie -j mit wachsendem r, in sehr großer Entfernung Abnahme 

. 1 
wie — • 
r 

Aus der Kontinuitätsgleichung (32) in Nr. 39, in welcher 
rechts q durch den konstanten Ruhewert ^ ersetzt werden kann^ 
ergibt sich weiter mit Rücksicht auf (38 a) und (39) 
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(43) 



u-£=^ 



/^"■«-/f^'" 



1 -iß-ff^^'+ip-!^^'- 



Die Integrationsgrenzen sind der Zeitmoment t, für den die 
Dichte Q ist, und der Zeitmoment, wo sie q ist, wo also die Ver- 
dichtung s Null ist. 

Diese Gleichung aher läßt sich integrieren, wenn man nach 

(39) unter dem Integralzeichen -4-r^ durch -, ^ g ersetzt. Es 
wird dann 

(4B.) «.-Ö_-L[?|£>^_>p^]. 



Q 

9 



Schließlich wird der Druck 



(44) p=^^Q>f^p(i +5)'' = appr.p(l +7is), 

indem man (1 + 5)* nach dem hinomischen Lehrsatz entwickelt 
und beim zweiten Gliede abbricht. 

Ist beispielsweise nur eine divergierende Sinus welle W vor- 
handen, so wird danach 

(45) g?=— sin-^(r-cf) + — cos-^(r-c^)=-sin[-^(r-c^)+Öj, 

(46) -4' = -4 cos ö, Ä''=^ÄsmO. 

29(0 
Es ist l die Wellenlänge, —r-^^N die sekundliche Schwin- 
gungsfrequenz. Weiter ist 

(47) u, ^^cos[^{r-ct) + d] + ^,sm[^{r-et) + d], 

(48) u,^^^.i.[^i,-ct) + e] + ^^-,cos[^(r-ci) + e]. 

Die Hinzufiigung der Integrationsgrenzen rechts ist überflüssig, 
wenn, wie es hier geschieht, die untere Grenze f^ so gewählt wird, 
daß die Verschiebung u^ dabei verschwindet. Diese Zeit (q ist also 
dadurch bestimmt, daß für sie u^=^0 sein soll; daher ist sie aus 
der Gleichung zu berechnen: 
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(49) tg[^ (r- et,) + e]^ 



27tr 
Femer wird die Verdichtung nach (43 a) 



(50) 






.). 



Auch hier kann die Bezeichnung der Grenzen weghleihen. Die 
Zeiten ^q, für welche 5 = ist, ergeben sich hier aus der Gleichung 

cos "T" (*■ "" ^^o) + ^ p" öj *lso 

Aus der Verdichtung folgt ohne weiteres der Druck jp, dessen 
Wert hier nicht mehr hingeschrieben werden soll. 

Die Verdichtungs- und Druckwelle breitet sich also ebenso wie 
die Potentialwelle (p selbst ohne Deformation, nur mit abnehmen- 
der Amplitude, aus. Dagegen erleiden die Geschwindigkeits- und 
Verschiebimgs wellen außer der Amplitudenabnahme Deformationen, 
da die Amplitude ungleich abnimmt. 

Statt mit dem Geschwindigkeitspotential kann man hier ebenso- 
gut mit der Verdichtung s rechnen. Für diese ergibt sich nämlich, 
wie man aus den Gleichungen (25), der Kontinuitätsgleichung (32) 
in Nr. 39 und den Gleichungen (3) und (4) in Nr. 33 leicht ab- 
leiten kann, genau dieselbe Dififerentialgleichung (39), wenn man 
darin g> durch s ersetzt^), also 

(39.) '-^?-^^?- 



1) Bei der Ableitung ist zu berücksichtigen, daß wegen der vor- 
ausgesetzten Symmetrie um 7errückungen, Geschwindigkeiten, ört- 
liche Druckvariationen usw. nur in der Richtung des Radius r vorkom- 
men. Die Kontinuitätsgleichung wird daher 

d9 , Q ^0''"r) r, 

dt'^r* dr *""' 
denn in dem aligemeinen Ausdruck für div u in Kugelkoordinaten 

r* dr rsinö" dd- "" rsin-ö* 5© 
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42. Stellende Kugelwellen. Eigenschwingungen konl- 
Bolier Röhren. Eonische Pfeifen. Mittels Kugelwellen lassen 
sich die Schwingungen von konischen Röhren (Pfeifen) behandeln. 
Denn die Bewegung der freien Kugelwellen wird nicht geändert, 
wenn man parallel der Bewegungsrichtung, also in Richtung der 
Radien r, feste Wände aufstellt. Diese grenzen konische Röhren ab. 

Die Eigenschwingungen dieser Röhren sind aber stehende 
Schwingungen. Man erhält diese durch Übereinanderlagerung einer 
von divergierenden und einer nach konvergierenden Welle. 
Einfacher wird die Rechnung, wenn man wie bei zylindrischen 
Pfeifen die Methode der Partikularintegrale benutzt, d. h. eine der 
Bemoullischen Lösung analoge Lösung der Gleichung (39) durch 
Zerspaltung sucht. Die Rechnung ist, da die Form der DiflFerential- 
gleichung dieselbe ist, im wesentlichen die gleiche. Man setzt rg> 
bezw. s als Produkt zweier Funktionen an, von denen die eine nur 
von r, die andere nur von i abhängt. Für letztere kann man gleich 
die einfache Sinusfunktion einführen, d. h. man nimmt von vorn- 
herein an, daß man es mit einer Schwingung zu tun hat, die einem 
einfachen reinen Ton entspricht. Die Rechnung ist von Barton 
durchgeführt worden.^) Sie ist im wesentlichen gleich derjenigen 
für zylindrische Pfeifen; nur die transzendenten Gleichungen, aus 
denen die Eigenfrequenzen berechnet werden, sind andere als dort. 
Die Bewegungsgleichung (39) geht durch den Ansatz 

(52) r(p = (r 9)* sin (nt + d), 

bei dem (rg>)* nur von r abhängen soll, über in 

(53) W + ^(,^)*^0. 

fällt das 2. und 3. Glied rechts aus dem oben genannten Grunde weg. 
Die Eul er sehen Gleichungen reduzieren sich auf die eine Gleichung 

^ l^dp , a(r'u^) _ r^^p 

dt^ Q dr dt ~ Q dr' 

indem man noch beiderseits mit r^ multipliziert. 

Behandelt man diese Gleichungen genau so wie die Gleichung (1 a) 

und (2 a) in Nr. 33 und berücksichtigt schließlich, daß ^f^ = *" ^ 

-|- 2 ^ ist, so erhält man die gesuchte Gleichung. 
er 

1) E. H. Barton, Text-Book on Sound (London 1908), S. 254. — 
Philos. Magazine (6) 15. 1908. S. 69. 
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Hieraus folgen die Normalfunktionen in der allgemeinen Form 

(54) (rg>\* = Ä,sm''-f + B,eos*^. 

Je nach den Grenzhedingungen ist Äj^ oder Bj^ gleich Null zu 
setzen und die Frequenzen fij^ haben verschiedene Werte. 

Fall 1. Beide Enden desKegelstumpfes geschlossen.^) 
Die Eadien der beiden schließenden Kugelflächen seien r^ und r^, 
wobei r^ < r^ ist. Die Grenzbedingungen sind 

(55) u^ bezw. u^ =» für r^r^ und r = r^. 

Indem man durch Differentiation von (54) u^ bildet und in (55) 
einsetzt, erhält man die Gleichungen für n 



(56) 



Äi — ^ cos — - — sm — - ) = ^ 1 — - sm — - -\- cos — - ) 
\ c c c J \ c c' c / 

AI — ^ cos -^ — sm — ^ ) = ^ 1 — ^ sm — - + cos — ^ ) 
\ c c c / \ c c' c / 



und hieraus die beiden einander gleichen Werte des Quotienten der 
Amplituden Ä und B 

— i cos — - — sm — - — - C0.S — - — sm — ' 

(57) ^=^ '- " =^ ? 1. 

— - sm — - + cos — ^ — - sin — ^ + cos — - 
c c c c c c 

Durch Gleichsetzen der beiden Werte von -j ergibt sich die tran- 
szendente Bestinmiungsgleichung für n. Zur Vereinfachung setzt man 

(58) ^ = tgö, !^ = tgö, 
und erhält damit nach einfachen Umformungen 

(57a) J-tg(e,-!^)=tg(e,-^). 

Die Bestimmungsgleichung für n wird also 

(59) tg(ö,-^)=tg(ö,-!^) 

1) Streng genommen müssen die Yerschlußfläcben Kugelflächen 
um den Mittelpunkt sein. Bei nicht sehr großen Kegel winkeln 
können diese aber praktisch durch Ebenen ersetzt werden. 
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mit der Lösung 

(60) ü^_ö,-ü^_öi±fc« (Ä-0,1,2...) 

oder mit Wiedereinföhrung von — - und 



c c 

(61) -/-arctg-^ = -^-arctg-^±Ä;n;. 

Hier ist unter arc der kleinste zu dem betreffenden Tangenswert 
gehörige Bogen (Hauptwert) verstanden; sonst könnte das Glied 
IcTt wegbleiben. Die Gleichung (60) läßt sich mit anderer An- 
ordnung der Glieder schreiben 

C C -^ 2 1 

Und daraus folgt, wenn man beiderseits die Tangensfunktion bildet 



«r, nfj 



♦»M i.^//i a\ <igÖg — tgOi 



(62)tg(^-?^) = tg(ö,-ö,) = J 



+ tg0,tg0i 1 I !^.!^ 

• c c 

statt beide Badien r^ und Tg zu kennen, genügt offenbar die 
Kenntnis des einen von ihnen, etwa des größeren rg und des Ver- 
hältnisses — = f, das hierbei ein echter Bruch ist, und zwar um 

so kleiner, je näher die vordere Begrenzungsfläche der Kegelspitze 
liegt; für einen Vollkegel wird 6 = 0, da r^^O ist. Setzt man 
zur Vereinfachung der Schreibweise 

(63) ^=^X, Bho'^^BX, (^=£), 

so nehmen die Gleichungen (61) und (62) die Form an 
(61a) sx — arc (tg «a?) =*- a; — arc(tga:)±^^ 

(62 a) tg[(l-a)a,] = ^^^. 

Diese gleichbedeutenden Gleichungen für x lassen sich leicht 
graphisch lösen, am bequemsten in der Form (61a). Sie ergeben 
zu jedem Werte e eine unendliche Reihe diskreter Wurzeln Xj^, 
Aus diesen erhält man dann mittels (63) die Frequenzen % Die 
graphische Lösung erfordert nur die zeichnerische Konstruktion 
der Ausdrücke y' ^sx — arc (tg so?) und y ^ x — Sirc {ig x) ±k7t 
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t 



s 



— 



als Funktionen von x, von denen die letztere unendlich viele paral- 
lele (jedesmal um die Strecke jr in der Ordinatenrichtung verscho- 
bene) Zweige hat. Statt dessen kann man ebenso gut das Glied 
± Ä7C zu der Funktion y' hinzufügen, wodurch diese unendlich viele 
Zweige erhält (Fig. 28). Die Abszissen der Schnittpunkte beider 
Kurven bezw. Kurvenscharen y und y' sind die gesuchten Wurzeln x^^. 
Ihre Größe hängt also von dem jeweilig geltenden Werte s ab. 

Das bedeutet: bei 

6 I 1 ^ X 1 7^ 1 7^ 1 — I einer konischen 

Pfeife kommt es 
nicht allein auf die 
Länge derselben 
r^ — r^ an, sondern 

auch auf das Ver- 
«• 

hältnis-^. Mitan- 
U 

deren Worten: die 

Eigenfrequenz 
hängt außer von 
der Länge der 
Pfeife noch von 
der Entfernung r^ 
zwischen der vor- 
deren Mündung 
und der zu ergän- 
zenden Kegel- 
spitze ab. Je größer diese ist, desto mehr nimmt die konische Pfeife 
den Charakter einer zylindrischen an, desto geringer ist die Wirkung 
ihrer Konizität. Wie übrigens aus den Gleichungen (61) oder (62) 
hervorgeht, hat die Konizität nur bei sehr kleinen Werten von s 
merklichen Einfluß. Bei größeren Werten von s liegen die Schnitt- 
punkte bereits auf den nahezu geradlinigen Teilen der Kurven y 
und y\ und die Frequenzen n werden fast genau dieselben wie 
bei zylindrischen Pfeifen der gleichen Länge r^ — r^- 

Besonderes Interesse erregt der Spezialfall la. Vollkegel 
mit geschlossener Basis. 

Es ist r^ == 0, also a = 0, und die Bestimmungsgleichung geht 
über in die bekannte Gleichung 

(64) tg ir = a; 

mit den Wurzeln 




Ausgezogen (- 
Oestrichelt (-- 



W.rt.. = i, i, > 



-): die Kurven y = a: — arctga: + *Ä, 

): die Kurven y'^ea; — arctgea; für die 

1 



42. Stehende Eugelwellen. Konische Pfeifen 103 

(65) iro= 0» a;i= 4,493, «,« 7,725, cr^^ 10,904, ay^«« 14,066, . . . 
Die Frequenzen werden also 

raK.\ ^ M98C ^ 7,726 c 10,904 c 

(65a; Wi«-— — , n,=«— - — , n^-= — , . . 

M r, r, 

Der Quotient -j wird gleich Null, weil ö^ und — ^ «= sind. Also 

beschränkt sich die Normalfunktion auf das Glied Äj^ sin -^ , und 

die Lösung für eine Partialschwingung wird dargestellt durch das 
Geschwindigkeitspotential 

(66) 9 = ^ sin ^ sin (fij^t + &^), 

Die Lage der Knotenflächen für die Geschwindigkeit und Ver- 
Schiebung ergibt sich aus der Gleichung — «^ = 0, die hier nach 
einigen Umformungen die Gestalt erhält 

also dieselbe Gleichung (64), welche zur Frequenzbestimmung 
dient, wenn darin r, statt r gesetzt wird. Man findet also überall 

da Knotenflächen der Geschwindigkeit^ wo das Produkt -^ einen 

der Werte (65) annimmt. Diese Flächen haben nicht gleichen 
Abstand von einander wie bei zylindrischen Pfeifen; die Abstände 
näheren sich aber immer mehr einem konstanten Grenzwert, je 
weiter die Knotenflächen von der Spitze entfernt sind, je höher 
also die Ordnungszahl k ist; denn mit wachsendem k nähern sich 
die Differenzen zweier aufeinanderfolgender Wurzeln Xj^ der Werte- 
reihe (65) immer mehr dem Werte tt — 3,14159. Wichtiger als 
der soeben behandelte Fall ist der folgende. 

Fall 2. Beide Enden des Kegelstumpfes offen. Die 
(näherungs weise richtigen) Grenzbedingungen sind 

(67) 5 = für r = ri und r = r,. 

Benutzt man hier die Differentialgleichung (39 a) von Nr. 41 
und als Lösung die Normalfunktion 

(68) (rs)* = sin —^ + 2> cos ^ , 

so kann man die beiden aus den Grenzbedingungen folgenden 

Ealähne: Akustik U. 8 
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Gleichungen unmittelbar hinschreiben 

(69) Osin5!i + Dco8^ = 0, Osin^ + 2)co8^ = 0. 

c c c c 

Das sind aber Gleichungen von genau derselben Form wie die f&r 
zylindrische Pfeifen mit offenen Enden bezw. für solche mit ge- 
schlossenen Enden, wenn man nicht 8 sondern u als Variable 
nimmt. Die Lösung ist also auch analog. Es wird 

(70) -^ tg-^ tg-f, 

woraus die Bestimmungsgleichung für n folgt 

(71) tg5^=tg^ 

mit der Lösung 

(72) ü^-!^±&« d.h.«,-^, (Ä = 0,l,2...) 

Man erhält also die vollständige harmonische Partialtonreihe wie für 
eine beiderseits offene zylindrische Pfeife, deren Länge Z «* r, — r^ 
ist. Die Konizität der Pfeife kommt hier überhaupt nicht in Be- 
tracht. Die Lage der Knotenflächen der Verdichtung ist auch die- 
selbe wie bei der zylindrischen Pfeife. Die Normalfunktion (68) 
läßt sich mit Einführung des Wertes D aus (69) in einer der 
beiden Formen schreiben 

(73) 8* - ^ 8in ''^^^'•s> oder s* - ^ sin 5^^^^=^ , 
die volle Lösung also 

5^ = -^sin-^^^ — sia (nj^t -\- d) oder 

wobei C; S^ , C;' « —3^ ist. 

cos -^— cos -^^-^ 

c c 

Benutzt man nicht die Differentialgleichung (39 a) für 5, 
sondern die entsprechende (39) für das Geschwindigkeitspotential 9, 
so hat man zur Aufstellung der Grenzbedingungen die durch (43) 
in Nr. 41 ausgedrückte Beziehung zu benutzen, woraus sofort die- 
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selben Bedingangsgleichungen folgen. Es ist dabei 

(75) {rq))* = il sin 1- ^ cos — , rq>^ (»*9>)* sin (nt + d) , 

c c 

und die Bedingungsgleichungen werden daher 

(76) ^siii^ + J9cos5^ = 0, ^sin^ + 5cos~^«0; 

es tritt also nur Ä und B an die Stelle von C und D, Diese Be- 
ziehungen gelten auch noch, wenn r^ = wird, d.h. für den 
Spezialfall 2a. Yollkegel mit offener Basis. An der Spitze, 
die in diesem Fall geschlossen ist, gilt auch die Grenzbedingung 
rs = 0. Daher bleiben alle Gleichungen von (68) bis (76) in 
Kraft, wenn man darin r^=^0 setzt. Ein Yollkegel mit offener 
Basis hat daher als Eigentöne die volle harmonische Partialton- 
reihe und kann ebenso wie ein Zylinder als Resonator für solche 
Töne dienen, was durch den Versuch bestätigt wird. 

5. Kapitel. 

Transversal- oder Biegangsschwingungen von Stäben. 

43. Allgemeines. Kinematik der Stabbiegnng. Gerade 
Stabe. Der Querschnitt soll eine ebene Figur mit einer oder 
mehreren Symmetrieachsen sein, z. B. ein gleichschenkliges Dreieck 
(eine Symmetrieachse), ein Eechteck oder eine Ellipse (zwei Sym- 
metrieachsen), ein Quadrat (zwei Paare Symmetrieachsen), ein 
Kreis (unendlich viele Symmetrieachsen), ein Bing (elliptischer, 
Kreisring usw. bei hohlen Stäben oder Röhren) und andere For- 
men (vgl. Fig.2 9). 
Die Größe des 





Querschnitts q 
kann längs des Fig. 29. 

Stabes variieren, die Richtung der Symmetrieachsen soll aber über- 
all dieselbe sein, d.h. der Stab soll nicht tordiert sein. Für die 
schließliche Bechnung wird auch die Veränderlichkeit des Quer- 
schnitts fallen gelassen und konstanter Querschnitt angenommen 
werden. 

Achse (Mittellinie) des Stabes ist diejenige Linie, welche 
durch die Schwerpunkte (Trägheitsmittelpunkte) aller aufeinan- 
derfolgenden Querschnitte hindurchgeht. Durch' die Festsetzung, 

8* 



106 &• Kap* Transversalschwingangen von Stäben 



daß diese Linie eine Gerade sein soll, wird auch bei veränderlicher 
Querschnittsgröße der „gerade** Stab definiert. Besitzt der Quer- 
schnitt zwei oder mehr Symmetrieachsen, so ist der gemeinschaft- 
liche Schnittpunkt derselben zugleich der Schwerpunkt des Quer- 
schnitts. 

Denkt man sich den Querschnitt gleichförmig mit Masse be- 
legt, oder anders ausgedrückt, nimmt man statt des (flächenhaften) 
Querschnitts eine durch zwei benachbarte Querschnitte mit dem 
gegenseitigen Abstand dx aus dem Stab herausgeschnittene unend- 
lich dünne körperliche Scheibe mit gleichförmiger räumlicher 
Dichte, so kann man das Trägheitsmoment dieser Scheibe bzw. 
des Querschnitts für die Botation um eine beliebige, in der Ebene 
dieses Querschnitts liegende, Achse berechnen. Besonders wichtig 
für die Theorie der Biegung von Stäben ist der Wert dieses 
Trägheitsmomentes in dem Fall, daß die Drehachse durch den 
Querschnittsschwerpunkt hindurchgeht. Fällt außerdem noch die 
Drehachse mit einer der vorhergenannten Symmetrieachsen zu- 
sammen, so nimmt das Trägheitsmoment ausgezeichnete Werte an 
(Maximum, z. B. für elliptischen Querschnitt bei Drehung um die 
kleine Ellipsenachse; Miiimum, z. B. bei Drehung um die große 
Ellipsenachse; eventuell auch Maximum — Minimum oder schließ- 
lich konstanten Wert bei kreisförmigem Querschnitt). 

Für die Transversalschwingungen der Stäbe kommen haupt- 
sächlich solche Biegungen in Betracht, bei denen die Querschnitte 
sich um die Achse des kleinsten Trägheitsmomentes drehen, z. B, 
bei elliptischem Querschnitt Biegungen parallel der kürzeren Ellip- 
senachse, bei rechteckigem Querschnitt Biegungen parallel der 
kürzeren Kante, weil in dieser Richtung der Biegungswiderstand 
am geringsten ist. 

Das Trägheitsmoment des gleichförmig mit Masse belegten 
Querschnitts q oder besser der Scheibe vom Flächeninhalt q, der 
Dicke dx und der räumlichen Dichte (», bezogen auf eine durch 
den Schwerpunkt gehende Drehachse läßt sich immer ausdrücken 
als Produkt aus der Gesamtmasse und dem Quadrat des Träg- 
heits- oder Gyrationsradius x für diese Achse ^) 

(l) J=(i7i^ = QqdX9i^, 



1) Für den idealen Fall des mit Masse von der Dichte 1 gleich- 
mäßig belegten Querschnitts bat man seine Flächendichte gdx^^l 
zu setzen. 
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44. Herleitung der Differentialgleichung mittels der 
Kräfte und Drehmomente. Die Bewegungsgleichung läßt 
sich auf verschiedene Weise herleiten, entweder direkt durch Be- 
rechnung und Einsetzen der wirkenden Kräfte und Kräftepaare 
(Drehmomente) in die Newtonschen bzw. Lagrang eschen Be- 
wegungsgleichungen, oder durch Berechnung der kinetischen und 
potentiellen Energie, die bei der Biegung auftritt, und Anwendung 
des d'Alembertschen Prinzips der virtuellen Verrückungen oder 
des Hamiltonschen Prinzips der kleinsten Wirkung und anderer 
mechanischer Prinzipe. 

Die erste, auch bei den Saitenschwingungen und den Longitu- 
dinalschwingungen der Stäbe benutzte Methode (vgl. Nr. 16flF.) er- 
fordert hier die Berechnung aller Kräfte und Kräftepaare, welche 
auf einen Stabquerschnitt (oder vielmehr ein scheibenförmiges 
Längselement des Stabes) wirken. 

Diese Methode soll auf den einfachsten, praktisch übrigens 
fast allein in Betracht kommenden Fall angewandt werden, daß 
der Stab überall gleichen Querschnitt mit einer oder mehreren 
Symmetrieachsen besitzt, und daß die Biegung parallel einer lon- 
gitudinalen Synmietrieebene erfolgt, d. h. parallel einer durch die 
Stabachse und eine der Querschnittssymmetrieachsen gelegten 
Ebene. Sämtliche Fasern des Stabes bleiben dabei auch im ge- 
bogenen Zustand, dieser Biegungsebene parallel, die neutrale 
Faser mit der Stabachse bleibt in der Biegungsebene selbst. 

Ist die Biegungsebene vertikal, so bilden alle in gleicher Höhe 
liegenden Fasern eine Horizontalschicht und erleiden die gleiche 
Dehnung. Eine dieser Schichten bleibt ungedehnt und heißt die 
neutrale Schicht; in dem hier behandelten Fall ist sie zugleich 
die mittlere, die Stabachse enthaltende Schicht. Die Fasern ober- 
halb der neutralen Schicht werden gedehnt, diejenigen unterhalb 
verkürzt.^) Wirkt keine den Stab dehnende Kraft neben den bie- 
genden, so behält die mittlere Schicht ihre ursprüngliche natür- 
liche Länge, ist also neutrale Schicht. 

Die auf eine Querschnittsscheibe wirkenden Kräfte zerfallen 
in die Normalkräfte (Zugspannungen) und Tangential- oder Sche- 
rungskräfte (Schubspannungen). Die einander parallelen Zug- 
spannungen, welche auf die einzehien Flächenelemente des Quer- 
schnitts wirken, lassen sich nach allgemeinen mechanischen Prin- 



1) Wenn der Stab nach unten gebogen wird. 
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Stäbachse 



zipien zusammenfassen zu einer resultierenden, im Querschnitts- 
schwerpunkt angreifenden Einzelkraft und einem Kräftepaar mit 
einem Drehmoment 3R, das den Querschnitt um eine in dessen 
Ebene liegende Achse zu drehen sucht. Die resultierende Einzel- 
kraft bewirkt eine Dehnung des Stabes (der mittleren Schicht 
desselben). 

Nimmt man den einfachsten Fall an, daß die Stablänge (Länge 
der mittleren Schicht) ungeändert bleibt, so muß die resultierende 
dehnende Einzelkraft verschwinden, d. h. die Gesamtsumme der 
auf die einzelnen Flächenelemente des Querschnitts wirkenden 

^^ Normalkräfte muß Null sein. 
Das geschieht, wenn die Sunune 
der oberhalb der mittleren 
Schicht wirkenden Zugkräfte 
gleich der Summe der unterhalb 
in entgegengesetzter Eichtung 
wirkenden Druckkräfte ist. Diese 
beiden Summen sind dann zwei 
gleiche parallele, aber entgegen- 
gesetzte Kräfte und bilden somit ein Kräftepaar, welches eine Dre- 
hung des Querschnitts um eine in dessen Ebene liegende und durch 
den Querschnittsschwerpunkt (also die Stabachse) gehende hori- 
zontale Drehungsachse bewirkt (Fig. 30). 

Das Drehmoment 3JI des Kräftepaares ist eine Funktion von 
0?, variiert also von einem Querschnitt zum benachbarten um 

^— flfic, und hängt von dem jeweiligen Deformationszustand, also 

auch von dem Biegungspfeil v ab, wenn v die Verrückung in der 
Biegungsrichtung parallel der Biegungsebene bezeichnet. Dazu 
kommen die Scherungskräfte, die hier alle parallel der Biegungs- 
ebene wirken und für jeden Querschnitt eine in die Biegungs- 
ebene fallende Resultante ^ ergeben; diese hängt ebenfalls von x 
und y ab, und ändert sich von einem zum andern Querschnitt um 



Fig. 80. An einem Stabquerschnitt an- 
greifende Kr&fte. 



dx 



dx. 



Hieraus sind nun die Kräfte und Drehmomente zu berechnen, 
welche auf eine von zwei benachbarten Querschnitten begrenzte 
körperliche Querschnittsscheibe wirken. Die Scheibe habe die 
Dicke dx und liege zwischen x und x + dx. Auf die Vorder- 
fläche (bei x) wirkt das Drehmoment Wt im Sinne des gekrümm- 



e 



,^x^co) 
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- I ^^^M^l^^-^^ —■■■■ M M ■■ I ■ !■■■! ■ ■^-^^■^^-■^— I » ■ ■■■■ . .^ I ■ ■■^^■^MM ^ ■ ^^»^^^^^^ 

ten Pfeiles in der Fig. 31, auf die Hinter- ^^'^^^J 

fläche (bei x-{-dx) wirkt das Moment 

m(^^'''^'^m + dm^m+^dx im ^, r-A 

ox Stabachse 1^ 

Sinne des beigesetzten Pfeiles, d. h. in ent- 

gegengesetztem Sinne. Das auf die Scheibe ^ 

wirkende Moment ist also die Differenz Fig. 31. 

o an. Drehmomente der auf eine Quer- 

mips + dx) 3]J -=s (i 3)IJ r= ^x 8chnitt88cheibe wirkenden 

^ X ' Kräfte. 

Das von den Scherungskräften ausgeübte Drehmoment ist ^dx. 
Denn die an der Hinterfläche der Scheibe (bei x + dx) angreifen- 
de Kraft ^(*+<^*) zerlegt sich ohne weiteres in die Komponenten 

^ und d^=^-^dx^ beide in der Pfeilrichtung wirkend. Die 

X 

Komponente ^ gibt mit der an der Vorderflftche wirkenden Kraft 
^ ein Kräftepaar, das mit dem Hebelarm dx, also mit dem Mo- 
ment ^ dx die Scheibe zu drehen sucht. Die noch übrig bleibende 

Komponente -^(^a; der Scherungskraft wirkt als reine Transla- 
tionskraft auf die Scheibe in der ^-Richtung. 

Der Ansatz der Bewegungsgleichungen liefert für die Trans- 
lation und die Drehung 

(v vertikale Verrückung, e Drehungswinkel, (i Masse, J Trägheits- 
moment der Querschnittsscheibe um die durch den Querschnitts- 
schwerpunkt senkrecht zur Biegungsebene xy gehende Drehungs- 
achse). Mit Einführung der Scheibendicke dx, Querschnittsfiäche 
g, der räumlichen Dichte q und des Trägheitsradius x (vgl. Nr. 43) 

und mit Rücksicht darauf, daß der kleine Winkel e « ^— gesetzt 

werden kann, gehen diese Gleichungen über in 

/o \ 's 9'® Ö2R , m 
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Durch Elimination von ^ erhält man hieraus die eine Gleichung 

Nun muß 3JI als Funktion der Koordinaten und Deformationen 
ausgedi'ückt werden. Offenbar hängt die Form dieser Funktion 
aufs engste mit der Gestalt der Kurve zusammen, in welche die 
gerade Stabachse gebogen wird. Verhältnismäßig einfach ist die 
Berechnung, wenn der Stab gleichförmig gebogen wird, die Stab- 
achse also Kreisform annimmt, wie bei dem einfachsten Fall sta- 
tischer Biegung. Die Drehmomente bei anderen Biegungsformen 
unterscheiden sich von dem hierzu erforderlichen nur um Glieder 
höherer Ordnung, wenn die ganze Deformation klein bleibt. Denn 
die tatsächlich stattfindende Biegung unterscheidet sich von der 
kreisförmigen dann nur unendlich wenig. Daher kann näherungs- 
weise das Drehmoment der Kreisbiegung für die bei Schwingungen 
vorkommenden Biegungen gesetzt werden, wenn, wie vorausge- 
setzt, alle Verrückungen als verschwindend klein von erster Ord- 
nung betrachtet werden können. 

Bei der kreisförmigen Biegung bleiben aus Sjmmetriegründen 
alle Stabquersohnitte eben. Das gilt also annähernd auch für jede 
andere Biegung mit unendlich kleiner Verrückung. Die mittlere, 
die Achse enthaltende Faser ist zugleich neutrale Faser, erleidet 
also keine Dehnung und die dehnende Kraft in der a;-Hichtung 
fällt, wie bereits angenommen, weg. Auch die scherende Kraft ^ 
fällt aus Symmetriegründen weg, was jedoch unwesentlich ist, da 
sie in Gl. (4) sowieso nicht mehr vorkommt. 

Das aus den Normalkräften hervorgehende Drehmoment SR 
erhält man folgendermaßen. Die Koordinate parallel der Bie- 
gungsebene sei y von der neutralen (mittleren) Schicht an ge- 
rechnet, nach oben positiv, nach unten negativ. Die (neutrale) 
Achse wird zu einem Kreisbogen mit dem Krümmungsradius B 
gebogen, behält aber ihre Länge l. Eine Faser in der Höhe y über 
der neutralen Schicht wird gegen ihre natürliche Länge l gedehnt 
im Verhältnis 

(5) 'r-^-^ + i 

wie aus Fig. 32 hervorgeht. Für unterhalb der neutralen Schicht 
liegende Fasern mit negativem y bedeutet dies eine Verkürzung. 
Die Dehnung der Längeneinheit der Faser ist also y/B', sie erfor- 
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dert die dehnende Kraft Eda y/B, 
wobei E der (Youngsche) Ela- 
stizitätsmodul des Stabmaterials, 
da der Querschnitt der Faser ist. 
Diese in der Stabrichtung {+x) 
wirkende Kraft gibt ein Dreh- 
moment d2St in bezug auf die senk- 
recht zur Biegungsebene durch 
die Stabachse gelegte horizontale 
Drehachse des Querschnitts 




□rfö 



Fig. 32. 

BiegnngB- 
moment und 

Stab- 
krümmung. 



dm^yEdayjB, 

Alle oberhalb der neutralen (mitt- 
leren) Schicht an den verschie- 
denen Fasern wirkenden Kräfte zusammen ergeben also ein Dreh- 
moment ^ 

(6) äR - 1 J yH0 

integriert über den oberhalb der neutralen (mittleren) Schicht 
liegenden Teil des Stabquerschnitts. Derselbe Ausdruck mit glei- 
chem Vorzeichen ergibt sich fär den unteren Teil des Querschnitts 
unterhalb der Linie AB in Fig. 32. Daher wird das gesamte Dreh- 
momcDt durch (6) dargestellt, wenn man über den ganzen Quer- 
schnitt integriert. 

Das Integral I y^da läßt sich in diesem Fall mittels des Gy- 

rationsradius x und des (mit Masse von der Dichte 1 belegt ge- 
dachten) Stabquerschnitts q ausdrücken, so daß man erhält 



(6 a) 



SR« 



Eii*i 
B 



Endlich läßt sich der Krümmungsradius B durch die Differential- 

quotieDten —^ und ^^ oder, was auf dasselbe hinauskommt^), 

dv d*v^^ dx' ' ^ ^ ^' 

■:r— und ö— « ausdrücken , wenn y als Funktion von x die Gestalt 
ox ex 

der gebogenen Stabachse darstellt. Die allgemeine Formel für 
den Krümmungsradius einer beliebigen Kurve vereinfacht sich hier 
näherungsweise zu 



1) Da flieh V von y nur um die additive Konstante y^^ die Ko- 
ordinate der Euhelage, unterscheidet. 
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da die Neigung der gebogenen Stabachse gegen die Abszissen- 

achse, also ^r-, überall verschwindend klein bleibt. Somit wird 

' dx^ 

(6 b) m = E**q^. 

Mit diesem Wert geht die Differentialgleichung (4) über in 

(8) Qq^, - H^'g^.^. + Eh'Q^, == 0. 

Sie gilt in dieser Form für einen homogenen Stab mit überall 
gleichem und gleichliegendem Querschnitt, wenn die Biegung in 
einer seiner Hauptbiegungsebenen stattfindet. Gewöhnlich läßt 
sie sich aber durch Weglassung des mittleren Gliedes, das meist 
klein ist gegen die beiden anderen, noch weiter yereinfachen in 

(8a) Qqy^,+EK^q^,^0. 

Bevor sie integriert wird, sollen die Werte der verschiedenen ins 
Spiel tretenden Energieformen angegeben und die Bayleighsche 
Herleitung der allgemeineren Form für veränderlichen Querschnitt 
usw. skizziert werden. 

45. Kinetisohe und potentielle Energie. Die kinetische 
Energie zerfällt in zwei Teile, die translatorische der Seiten- 
verschiebung, und die rotatorische der Drehbewegung der Quer- 
schnittsscheiben. Erstere überwiegt im allgemeinen. Die Werte 



(9) 



'^ ^- - ¥ «^ (11)*= ¥ 92***' (S<)*' 

wobei Gl. (l) benutzt und berücksichtigt ist, daß der kleine 
Drehwinkel c näherungsweise gleich der trigonometrischen Tangente 
der Kurvenneigung dvjdt gesetzt werden kann. Für den ganzen 
Stab ergibt sich somit die gesamte kinetische Energie durch 
Integration über die Stablänge l 

(10) U^\ß,i^;>fd.^.\f,a.*{§llpx=U,+ CT, 
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Wenn Dichte und Querschnitt konstant sind, können qci bezw. 
pgx^ als konstante Faktoren vor die Integralzeichen gesetzt werden. 
Das zweite Glied dieser Summe, die Botationsenergie , kann bei 
kleinen Elongationen gegen das erste vernachlässigt werden. Denn 

^ — ^ oder ö- (^) ist die örtliche Änderung der seitlichen Ge- 
schwindigkeit der Stabteilchen, wenn man von einem zum andern 
Stabende geht. Diese Änderung ist von der Größenordnung des 
Neigungswinkels der Stabachse, also mit diesem selbst klein, so 

daß ö— 07 von höherer Ordnung verschwindend klein ist als die 

kleine Geschwindigkeit dv/dt. Es sei z. B. die Schwingungs- 
amplitude am Ende eines fest-freien, d. h. eines an einem Ende 
fest eingeklemmten, am anderen freien Stabes von der Länge 
l = bO cm der hundertste Teil der Länge, also 0,5 cm. Die Elon- 
gationen sind daher als klein von der ersten Ordnung anzusehen. 
Der Neigungswinkel der Stabachse ist zwar von Punkt zu Punkt 
verschieden, aber im Mittel von der Größenordnung des Winkels, 
den eine von der ausgebogenen Stabspitze zum festen Ende ge- 
zogenen Gerade mit der o;- Achse einschließt. Dieser Winkel bzw. 
seine trigonometrische Tangente ist hier im Maximum bei stärkster 
Ausschwingung 0,5 : 50 = 0,01. Man kann nun den mit schwacher 
Krümmung sich hin- und herbiegenden Stab in erster Näherung 
durch einen geraden ersetzen, der als starres Pendel um den Ein- 
klemmungspunkt als Drehpunkt schwingt. Die Geschwindigkeit 
der Stabquerschnitte wächst dann offenbar proportional x vom 
Drehpimkt bis zum freien Ende. Die Geschwindigkeit am freien 

Stabende bei ä ~ Z sei l^j an der Stelle x ist dann die Geschwin- 
digkeit und ihr Differentialquotient nach x 

^^ ^ dt \dt)i i ' dxdt \dt)i i 

Daraus folgt der Wert der beiden Integrale in (lO) 

* 

und somit das Größenverhältnis der beiden Energiearten 



114 5. Kap Trans verBalschwingungen von Stäben. 



Dieser Wert ist klein, da die Querdimensionen des Stabes und 
deshalb auch der Gyrationsradius x des Stabquerschnitts klein sind 
gegen die Stablänge l. Genauere Rechnungen unter Zugrunde- 
legung der wahren Stabgestalt führen zu demselben Ergebnis be- 
züglich der Größenordnung. 

Diese Betrachtung zeigt nun auch, daß in der Differential- 
gleichung (8) das zweite Glied, das eng mit der Botationsenergie 
zusammenhängt, in den meisten Fällen klein ist gegen die beiden 

anderen; denn wenn ^ ^ klein ist gegen ^, so gilt das in An- 
betracht der Stetigkeit der von der Stabachse gebildeten Kurve 
erst recht von ^ ,^ und das Verhältnis bleibt ungeändert, wenn 

man alle diese Größen noch einmal nach t differentiiert. 

Die potentielle Energie V ergibt sich so. Für einen kreis- 
förmig gebogenen Stab gilt folgende Rechnung. Eine Faser vom 
Querschnitt da in der Höhe y über der neutralen Schicht ist von 
der Länge l auf V — 1(1 -^-y/R) gedehnt worden nach (5). Die 
Dehnung der Längeneinheit derselben ist also y/R und die nach 
den Ausführungen Nr. 44 dazu nötige dehnende Kraft ist Eday/R, 
Die Dehnung eines Faserelementes der Länge dx ist y dx/R. Die 
von der Kraft bei der Dehnung gegen die Molekularkräfte geleistete 
Arbeit, also die Vermehrung der potentiellen Energie dieses Faser- 
elementes, ist daher ^) 

Durch Integration über den ganzen Querschnitt folgt die poten- 
tielle Energie einer Querschnittsscheibe des gebogenen Stabes — 
diejenige derselben Scheibe im ungebogenen Zustande gleich Null 
gesetzt — 

/^o\ jir ^ Edx /^g, 1 Edx%*q 1 t^. ^ , /d*v\^ 

(13) dV^- j^^Jy'da^--^,-^^jE^^qdx[^) • 



1) Die Deformationsarbeit bei der linearen Dehnung der Längen- 
einheit um die Strecke e ist immer ^Ee* für einen Zylinder von der 
Länge Eins und dem Querschnitt Eins, also ^Ee^dadx für die Länge 
dx und den Querschnitt da. Der Faktor \ kommt dazu, weil bei 
der Deformation die der Verschiebung widerstrebende elastische Kraft 
allmählich (und zwar proportional der Verschiebung) von bis zu 
ihrem Endwert EdayjR ansteigt. 
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Im letzten Gliede ist für R sein Näherungswert nach 61. (7) 
gesetzt. Für den ganzen Stab ergibt sich daraus durch Integra- 
tion über X die potentielle Energie 

(14) F=i/i;x',(g)*d.. 

Wenn Elastizität und Querschnitt längs des Stabes konstant 
sind, kann Ex^q als konstanter Faktor vor das Integralzeichen 
gesetzt werden. 

Diese Werte gelten angenähert auch für andere als kreisförmige 
Biegung, wenn, wie wir es bei den Schwingungen voraussetzen, 
die Verschiebungen klein sind. Die infolge der Scherung ent- 
stehende potentielle Energie ist zu vernachlässigen, weil sie von 
höherer Ordnung klein wird. Bei kreisförmiger Biegung ist sie 
Null, weil die Scherung ganz wegfällt. 

46. Herleitung der Differentialgleiohung and der Grenz- 
bedingungen aus dem Prinzip der virtuellen Versohie- 
bungen. Die Gleichung (8) bezw. (8 a) läßt sich noch auf anderem 
Wege ableiten. Es soll der von Lord Bayleigh begangene 
skizziert werden, weil er auch bei Verallgemeinerung der Beding- 
ungen, z. B. wenn Querschnitt oder Dichte o^er Elastizität des 
Stabes längs seiner Achse variiert, verhältnismäßig einfach zum 
Ziele führt. Bayleigh benutzt das Prinzip der virtuellen Ver- 
schiebungen — von ihm Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten 
genannt — in einer besonderen Form, die hier nichts anderes als 
das Prinzip der Erhaltung der Energie ist. Man kann also eben 
so gut dieses letztgenannte Prinzip ohne andere Einkleidung heran- 
ziehen. Es genügt hier zur Ableitung der Bewegungsgleichung, 
weil nur eine einzige Koordinate, die natürlich von der Zeit t 
abhängt, die Gestalt des Stabes bestimmt^ nämlich die Verschie- 
bung V der Stabteilchen in der ^-Bichtung. 

Es sei wieder ü die kinetische, V die potentielle Energie 
des gebogenen Stabes. Dann muß die Summe von kinetischer 
und potentieller Energie U-{- V konstant sein, oder was dasselbe 
besagt, es muß sein 

(15) dU+6V^0, 

wobei 8 U und 6 V die Änderungen sind, welche durch eine Ver- 
schiebung der Stabpunkte um Sv = dy in der y-Bichtung ent- 
stehen, die in der Zeit dt erfolgt. 
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Mit Benutzung der Werte (10) und (14) für CT und F er- 
hält man 

oder mit Weglassung des von höherer Ordnung kleinen letzten 
Gliedes in der eckigen Klammer 

(16) .7=/U.g^;^... 

Dies ist auch direkt aus (14) ableitbar , indem man nach t 
differentiiert, aber dt statt dt setzt und berücksichtigt, daß 

dt\dxy \dx*/ dx^ 

ist? Die Variation von U erhält man ebenso als 

wobei, wie erforderlich, dt = öt gesetzt ist. 

Durch partielle Integration erhält man aus (16) und (17) 

(.6.) 'r=[M.'^^m„-&(^''^f^>l.. 



+/sr-(«"*«S)««'"' 



x — 

l 



(17a) 6U=f ^q^^,övdx + [^q.^£yj,ävl^^ 



a: = 






I 



r 
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oder wenn Ey q^ q konstant sind, nnd wenn, was gestattet ist, 

(.6b) >y-^a.'m'-Btr\Si>'L.+fl>''\ ' 



« = 

T 



(17b) ÖU = ^af ^^,ävdx + ^in'[-/^övl 

Diese Werte in (15) eingesetzt geben die Gleichung (18), 
welche für alle niit den Bedingungen des Problems verträglichen 
Werte der Verrückung öv erfüllt -werden muß: 

oder einfacher, wenn E, q^ q konstant sind, 

(18a) j"[EgK«g? + 9g|^-92x»3|^]dxtft; 

Da die Werte 8v ganz beliebig sind, wofern sie nur die Be- 
dingungen des Problems erfüllen, hier also die Bedingung, daß 
die Verschiebung v und ebenso der Neigungswinkel der Stabachse 
d. h. dv/dx sich stetig mit x ändert, so kann der Gleichung nur 
genügt werden, indem man alle in eckigen Klammern stehenden 
Ausdrücke einzeln gleich Null setzt. Das liefert, wie ersichtlich, 
wenn Ey q^ q konstant sind, sofort die frühere Differentialglei- 
chung (8) außerdem aber auch noch die in diesem Falle an den 
Enden des Stabes zu erfüllende Grenzbedingung 

(") ■^»•'&>(r:)+«»'GS.-''S)"'-«. («■-!) 

die in den gewöhnlich vorkommenden Fällen in mehrere Einzel- 
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bedingungen zerfällt. Denn wenn auch Befestigangsarten des 
Stabes denkbar sind derart, daß die dadurch entstehenden Zwangs- 
kräfte ein bestimmtes Verhältnis zwischen Zunahme der Ausbie- 

^ j am Stabende bewirken, so haben die 

gewöhnlichen Befestigungsarten wie Einklemmen des Stabes usw. 
doch andere einfachere Wirkung. In jenem Falle würde sich aus 

(19) durch Einsetzen des vorgeschriebenen Wertes des Verhält- 
nisses 6v : ö l^j eine recht komplizierte Grenzbedingung ergeben. 

In den praktisch zu berücksichtigenden Fällen sind die Bedin- 
gungen wesentlich einfacher. 

47. Die vier möglichen Arten von Grenzbedlngungen 
und ihre mathematisohe Formulierung. Es sind vier Fälle 
denkbar. 

1) Das Stabende ist frei. Dann ist Variation der Ausbie- 

^j willkürlich wählbar, 
und die 61. (19) wird nur erfüllt, wenn gleichzeitig 

(20) äF' = ""^"^ mt*-''s^' = ^- 

ist. Die zweite dieser Bedingungen vereinfacht sich zu ^— ^ = 0, 

wenn die Drehbewegung der Stabquerschnitte vernachlässigt werden 
kann, wenn also die vereinfachte Differentialgleichung (8 a) gilt. 

2) Das Stabende ist eingeklemmt oder eingespannt, 
d. h. so befestigt (durch eine Zwangskraft und ein Zwangsdreh- 
moment festgehalten), daß es weder seitlich ausweichen, noch sich 
drehen kann. Es sind also Variation der Ausbiegung und Varia- 
tion der Neigung gleich Null zu setzen, so daß die Bedingungs- 
gleichuDgen lauten 



(21) *(a-:)=o 



und 6v = 



oder, wenn die ursprünglich gerade Stabachse zugleich Koordinaten- 
achse ist 

(21a) 1^ = und t; = 0. 

3) Das Stabende ist drehbar gelagert (gestützt, engl, 
supported), d. h. so befestigt (durch eine Zwangskraft festgehalten), 
daß es nicht seitlich ausweichen, wohl aber um eine im End- 
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querschüitt gelegene Achse sich drehen kann. Praktisch kann 
dies durch Anstemmen der schwach gewölbten Endfläche gegen eine 
feste Wand erreicht werden. Daher auch die Bezeichnung „an- 
gestemmtes Ende'^ statt der nicht sehr glücklichen „unter- 
stütztes Ende" als Übersetzung von supported. Dabei ist 6v=0y 

^ j ist willkürlich. Die Grenz- 
bedingungen werden also 

(22) |-.==0 und öv^O, 

4) Das Stabende ist gerichtet verschiebbar, d. h. es 
kann seitlich ausweichen, aber seine Bichtung (die Neigung der 
Stabachse) wird durch ein Zwangsdrehmoment festgelegt. Dann 

ist 6v willkürlich, aber die Neigungsvariation ^(ö~) = 0. Also 

wenden die Grenzbedingungen 

(.3) »©-.O .nd 3S.-.'£.-0. 

Auch hier gilt die Bemerkimg am Schluß von Fall 1. 

Nur die beiden ersten Fälle haben Bedeutung für die Akustik 
erlangt. Der vierte Fall scheidet als nicht realisierbar ganz aus. 
Der dritte Fall läßt sich zwar verwirklichen, z. B. durch Ein- 
keilen eines Stabes zwischen zwei ebene oder flach gewölbte 
Widerlager, wie das beim Stimmstock der Streichinstrumente ge- 
schieht; er bietet aber akustisch kein Interesse, selbst in dem 
soeben angeführten Beispiel nicht, weil dort wegen der Kürze des 
Stabes die Transversalschwingungen erstens nur schwach ent- 
wickelt sind und zweitens in so hohen Tonlagen liegen, daß sie 
keine Bolle spielen. 

Da jeder Stab zwei Enden hat, so können die vorstehenden 
drei bezw. zwei Grenzbedingungen in verschiedenen Kombinationen 
vereinigt vorkommen. Man erhält so als wichtigste Fälle: 

I. frei-freier Stab, beide Enden frei 
II. fest-fester „ beide Enden eingeklemmt 
in. fest-freier „ ein Ende eingeklemmt, das andere frei. 

48. Integration der Differentialgleiohiing für stehende 
Sohwingnngen. Normalfanktionen. In den praktisch vorkom- 
menden Fällen kann man die Drehbewegung der Stabquerschnitte 
vernachlässigen, weil ihre Energie gegen diejenige der transver- 

Kalfthne: Akustik U. 9 
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salen Verschiebung yerschwindet, und hat dann statt der Differen- 
tialgleichung (8) die Tereinfachte Gleichung (8 a) Ton Nr. 44 zu 
integrieren, die sich schreiben läßt 

WO c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit longitudinaler Wellen in 
dem Stabe ist. 

Diese lineare partielle Differentialgleichung 4. Ordnung läßt 
sich ähnlich wie die in Nr. 24 behandelte Gleichung 2. Ordnung ftLr 
die Saitenschwingungen und Longitudinalwellen Ton Stäben nach 
der Methode der Partikularlösungen integrieren durch Zerspaltung 
der Funktion v in ein Produkt, dessen einer Faktor nur von f, 
dessen andrer nur Ton x abhängt. Es werde gesetzt 

(24) V = i;(*) . t;W. 

Durch Einsetzen in (8 b) gibt dies nach einfacher Umformung in 
ToUer Analogie mit Gl. (28) in Nr. 24 



indem man die Konstante, der beide Seiten gleich sein müssen 

fit 
(vgl. Nr. 24), mit — w' oder — ^ x^c* bezeichnet. Das gibt die 

beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen 2. bzw. 4. Ordnung 

(26) ^ w«t;W = - ^* x«c«t;W 

(27) ^l^^J^^i:c)^^^i.) 
^^^^ dx* x*c«^ V ^ • 

Gleichung (2ß) besagt, daß die Bewegung jedes Stabpunktes 
eine sinusförmige (pendeiförmige) Schwingung ist, dargestellt durch 
eine der beiden Funktionen 

(28) v^^=-8mnt = s\njf%ct oder t;^^=cosn^ = cos ^^ xc<, 
was man auch gleich von vornherein hätte annehmen können.^ 



1S-) 



Diese Schwingung bedeutet einen einfachen Ton von der (Kreis 

1) Statt dessen hätte man auch in Gl. (24) v^*^:=e**** setzen kön- 
nen, was bei der Zerspaltung in den reellen und imaginären Teil 
wieder auf Gl. (28) führt. 
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Frequenz oder zyklischen Schwingongszahl n, d. h. Ton der sekund- 

AB. 

liehen SchwingungszaM ^' GL (27) bestimmt die Phase und 

AmpUtude dieser Schwingung für die verschiedenen Punkte als 
Funktion Ton x, also die Form des Stabes bei der Schwingung, 
die Schwingungsfigur. Als Differentialgleichung 4. Ordnung hat 
sie ein allgemeines Integral mit vier willkürlichen Eonstanten, 
das sich additiv aus vier voneinander unabhängigen partikulären 
Integralen zusammensetzt. 

Partikuläre Integrale von (27) sind z. B. 

mx mx 



(29) sin -y-, cos 



mx tnx i 



l ' — l 



e 



oder auch beliebige Summen und Differenzen dieser vier Ausdrücke, 
wie z. B. die Hjperbelfunktionen^) 

(mx mx\ / mx mx\ 

e~-e~~) und ®of '^-^c^+e" ' ). 

Als allgemeines Integral erhält man also z. B. 



mx mx 

mx . ^ mx "" 



(30) t;(*)«^sin^+5cos^+Ce' +De ' 

oder 

(30a) t;(') = ?lsin^+a5cos'^ + ®.@in^ + 3).eof'^ 

oder auch (Lamb.) 



1) Vgl. über die Eigenschaften dieser Funktionen z. B. Jahnke- 
Emde Funktionentafeln (Math.-Physik. Sehr. f. Ingen, n. Stud.) Leipzig 
1909 (B. 6. Teubner). Es gilt insbesondere 

eof (— OO) = OO, 6:ofO = l, ®0f(+OO) = CX>; ©oK— a)=-:6:ofa, 

@in(— oo)== — cx>, @inO = 0, @in(+oo)=cx); @in(— a)= — @ina. 

— j = ©oj of, — -j-^ — = @in a, 

da da 

« 

d'@ina ^, d* Sofa ^ - 

da* da^ ' 

Diese Funktionen reproduzieren sich also nach je 2 Differentiationen 
vollständig, auch in bezug auf das Vorzeichen. 

9* 
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= A' (cos ^ + Sof ^) + B'(cos "^ - eof ^) 



» 



(«) 



(30b) 



+ C (sin ^ + Sin ^) + D' (sin ^ - ©in ^) 

(Bayleigh.) 

Die letzte ist die tod Lord Bayleigh, die mittlere die Ton 
Horace Lamb benutzte Form des Integrals, die wir ebenfalls be- 
nutzen wollen. Irgendeins der genannten partikulären Integrale, 
oder auch die Summe mehrerer Ton ihnen bzw. das allgemeine 
Integral, multipliziert mit einem der beiden partikulären Integrale 
t;^^ von 61. (28), gibt eine mögliche Lösung von (8 b). Unter diesen 
müssen diejenigen ausgewählt bzw. es müssen die Eonstanten des 
allgemeinen Integrals so bestimmt werden, daß auch die Grenz- 
bedingungen befriedigt werden. Statt der Integrale sin nt und 
cosn^ kann auch gleich das allgemeine Integral in der Form 

v^O = sin (nt-\'&) oder cos (nt-\-s) 

(vgl. Nr. 26) benutzt werden. 

49. Eigensohwingongen des frei-fireien Stabes. 

I. Fall. Frei-freier Stab. An beiden Enden (bei x^O und 
x=^l) muB sein 

g^«0 und ^ 



(31) 



0. 



Die genannten Differentialquotienten sind allgemein gleich v^ 
multipliziert mit den folgenden Werten 

dx* l 



(32) 



«sin 



l 
mx 



Scos— +®@in^ 



5^=[-3lcos'^+»sin?^+eeof^+S)@in^^- 



dx" L l 

Hierin x = gesetzt gibt 

(32«) ! (&)„.-[-«' + ^l^-<'. 

also 

C==?l und D = a5, wenn m>0 ist, 
so daß nunmehr wird 



(32 b) 
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(33) f;(') = « (sin ü^ + @i„ »^ + » (cos ?^ + ®of ^) , 

also übereinstimmend mit der Rayleighschen Form (30b), wenn 
darin jB' = D' = gesetzt wird. 

Für das Ende bei x = l erhält man die beiden Orenzbedin- 
gungen, aus denen m und der Quotient S3: S bestimmt werden: 

f-^V-j =[Ä(-sinm+@inm)+85(-cosm+S:ofw)]^=0 

(cS~) =[?l(-cosm+e:ofm)+a5(-sinm+Sinm)]5-'=0. 

Hieraus folgt, wenn m^O ist, der Quotient 93 : S 

fnä\ © @in w — sin m , © ®of wi — cos m 

V / St (£of m — coB m 81 ©in m + sin w ' 

also durch Gleichsetzen beider Ausdrücke die transzendente Be- 
stimmungsgleichung für m 

(35) (®of m — cos mf = ©in' m — sin' m. 

Diese geht wegen der Beziehungen 

Eop m — ©in' m = 1, cos' m + sin' m = 1 
über in 

(35a) 1 — cosw Eofw = 0. 

Die Wurzeln m dieser transzendenten Gleichung hat Lord 
Rayleigh berechnet in der Form^) 

(36) w^«|(2i + l)7r — (-l)*ft (.«i.«.»...) 

Die Größe ß^ nimmt mit wachsender Ordnungszahl i sehr schnell 
ab, so daß Ton t = 6 an |3 erst in der 7. Dezimale geltende Zif- 

fem besitzt und m fast genau ein ungerades Vielfaches von — ist. 

Bis auf 7 Einheiten der 4. Dezimale gilt das schon für t « 2. 

1) Lord Rayleigh, Theory of Sound 2. Aufl. I. S. 278. S. auch 
Jahnke-Emde, Funktionentafeln S. 8. Der Index ^, der hier in 
Übereinstimmung mit W. Ritz (Ann. d. Physik (4) 28. (1909)). 8. 762 ff. 
gewählt ist, ist am eine Einheit höher als der yod Rayleigh be- 
nutzte (z. B. ist m, in dieser Zählung identisch mit dem m^ Yon 
Rayleigh, ^, mit jS. usw.). Dies geschieht, um die Reihe der „Stab- 
normalfunktionen" t?^*> durch die beiden Funktionen v^^ und vj*^ vervoll- 
ständigen zu können, die bei Entwicklungen nach diesen Funktionen 
hinzugefügt werden müssen. . 
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Statt der Ray 1 ei gh sehen nehmen wir hier die Form 

(36a) W;fc = |(2Ä;— l)7r + (— 1)*/3^ (*=o.i,j,8,4...). 

Das k dieser Formel entspricht i+1 der Rayleigh sehen 
Formel. Für Ä = und Ä =» 1, d. h. t = — 1 und *= wird 

i^o = i^i = 2^ ^^^ mo = Wj = 0. 

Tabelle 9 enthält die Zahlenwerte der ersten acht Wurzeln m^ 
(und der Größen ßj^ nach der Bezeichnung von (36 a). 

Tabelle 9. 
Wurzeln m der Gleichung 1 — cos m ®of w = 0, zugleich Wurzeln m 

von tg- + Xfl- = und tg--3:g--0. 



k 


w* 


k 


Wjt 




2 

4 
6 



y + 0,01765= 4,73004 

Y + 0,00003 = 10,99561 

^ = 17,27876 


1 
3 

5 

7 



y- 0,00078= 7,85320 

Y - 0,00000 = 14,13717 

^ = 20,42035 











Gleichung (35 a) läßt sich umformen in 
1 — cos tn Eof m 

Die Wurzeln dieser Gleichung zerfallen in zwei Gruppen, näm- 
lich die Wurzeln der beiden Gleichungen 



(35 c) 



^g-K + ^Q^-0 und tg--Jg-- = 0. 



Die erste Gruppe umfaßt die Werte mj^ mit geradem Index k 
(einschließlich Ä = 0), die andre die Werte mit ungeradem k. Beide 
Gruppen alternieren in bezug auf die Größe der Wurzeln. Die 
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Faktoren cos' ^^ und Eof'-^ in Gl. (35 b) geben keine Wurzeln, 

AM 

wenn man sie gleich Null setzt. Denn Eof -^ wird für keinen 



m 



reellen Wert m zu Null, und cos-x- wird zwar für m=^7t, Stt, 

5 TT ... zu Null; aber diese Werte sind keine Wurzeln von (35a), 
da 1 — cos m (£of m durch Einsetzen derselben die von Null ver- 
schiedenen Werte 1 + ©of tc, 1 + (£of 37r usw. erhält. 

Zu jedem Werte m^ ergibt sich aus (34) ein Wert des Quo- 
tienten 93 : 31, der aber verschiedene äußere Form annehmen kann. 
Es ist also 93 durch 91 bestimmt; % wird durch die willkürlich 
wählbare Energie der Schwingung bestimmt. Die Funktion v^'\ 
d. h. die Normal funktion, welche hier die Form der Schwin- 
gungsfigur des Stabes angibt, läßt sich daher in den beiden gleich- 
bedeutenden Formen hinschreiben, wobei die Konstante 31 ganz 
weggelassen ist, da man sie mit der willkürlichen Amplituden- 
konstante des ganzen Produktes t;(*)-i;W vereinigen kann: 

^*^*^ = (sin Wjt — ©in m^) cos -*- + ©of ^|^1 
— (cos m^^ — Kof wj fsin -y- + ©in^f- 1 , 

^*^*^ = (cos mj^ — ©of wj [cos '-^ + ©of ^p J 
+ (sin w^ + ©in m^) [sin —^ + ©in^^J • 

Die einfach pendeiförmige (harmonische) k^ Teilschwingung 
dieses Schwingungstypus wird mit diesem Werte t;^*^ 

(38) v^ = aj^Vj^^""^ sin (nj^t + d^) = a^i;^^*) sin (^ xc ^ + '^*) • 

Statt des Sinus kann man auch, mit entsprechender Än- 
derung der Phasenkonstante ^j^ den Kosinus setzen, a^^ ist Ampli- 
tudenkonstante, in der die oben weggelassene Konstante mit ent- 
halten ist. 

Die Partial Schwingungen zerfallen in zwei Gruppen, die eine 
mit geradem Index Ä;, die andere mit ungeradem Index. Die erste 
umfaßt diejenigen, bei welchen die Stabmitte ein Schwingungs- 
bauch, die zweite diejenigen, wo sie ein Knoten ist. Im ersten Fall 
sind die Normalfunktionen, bezogen auf die Stabmitte, gerade, im 



(37) 
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zweiten Fall ungerade Eanküonen. Die den Indexwerten A; = 
und A; = 1 entsprechenden Schwingungen Ton unendlich kleiner 
Frequenz (m = 0) sind eine einfache Translationsbewegung des 
Stabes parallel mit sich' selbst (vq = konst) und eine Drehung des 
Stabes ohne Deformation um eine durch die Stabmitte gehende, 

zur Stabachse senkrechte Achse, v^ == konst (x — -J. Diese beiden 

Funktionen müssen bei Entwicklungen nach den Stabnormalfunk- 
tionen, die zur Befriedigung eines willkürlichen Anfangszustandes 
dienen, notwendig mit benutzt werden. 

Die zyklische Schwingungsfrequenz der k*^'^ Teilschwingung ist 



(39) «, = •»1^^ 



sie hängt durch mj^, l und x von den Stabdimensionen, durch 

c=^y — von den Materialeigenschaften des Stabes ab. Sie ist 

umgekehrt proportional dem Quadrat der Stablänge und direkt 
proportional dem Trägheitsradius des Querschnitts. Ein Stab, des- 
sen Querschnitt mehrere Symmetrieebenen hat, kann also bei glei- 
cher Länge Terschiedene Töne geben, je nachdem er parallel der 
einen oder anderen Hauptträgheitsebene schwingt. Z. B. gibt ein 
Stab mit elliptischem Querschnitt, dessen große Halbachse hori- 
zontal steht wie in Fig. 29 einen höheren Ton, wenn er horizontal 
schwingt, einen tieferen, wenn er yertikal schwingt. Dies ist Ton 
Torn herein klar; denn im ersten Fall ist bei gleich starker 
Krümmung die potentielle Energie infolge der größeren Stab- 
dicke parallel der Schwingungsrichtung größer als im zweiten 
Fall, daher auch die rücktreibende Kraft und die Schwingungs- 
frequenz. 

Dieselben Gleichungen wie für Stäbe mit massivem Quer-^ 
schnitt gelten für ringförmigen Querschnitt, d. h. für Bohre.^) 
Bei gleicher äußerer Umgrenzung des Querschnitts ist der Trägheits- 
radius X um so größer, je dünner die Köhrenwand ist, weil dann 
relativ mehr Flächenteile weiter entfernt von der Drehungsachse 
liegen als bei dicker Wand. Deshalb sind die Eigentöne dünn- 
wandiger Röhren tiefer als diejenigen massiver Stäbe von gleichem 
äußeren Durchmesser. 



1) Vgl. z. B. W. Elsässer, Ober Transversalschwingungen von 
Röhren. Inaug.-Diss. Marburg 1886. 
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50. Eigensohwingungen des fest-festen Stabes. II. Fall. 
Fest- fester Stab. Anbeiden Enden (bei a?=0 und a?== 2) muß sein 

(40) i; = und |^ = 0. 

Diese Grenzbedingungen für das Ende bei a; = auf Gl. (30 a) 
angewandt ergeben analog den Entwicklungen in Nr. 49, daß 

g5 + S)==,0 und 2l + S: = also 2)^ SB und (£ = — Ä sein 

muß, so daß 

(41) vC) - 8t (sin ^ - ©in !!^) + SB (cos ^ - ©of ??^) 

wird. Die Anwendung auf das Ende bei x^l gibt dieselbe tran- 
szendente Bestimmungsgleichung (35a) 1 — cos mSof m » für 
m und somit die Normalfunktion 

v^^'^ = (sin m^ — ©in mj [cos^y^ — Eof ^|^ 1 

— (cos mj^ — Eof m^t) [sin^— — ©in -|^J , 

(42) \ oder 
^k^'^ = (cos t»^ — ®of m^) fcos -p — Eof -|- 1 

+ (sin w^ + ©in %) fsin -^ — ©in —f^\ • 

Die Schwingungsfrequenzen ^^ sind dieselben wie beim fr ei- freien 
Stab. 

Das Resultat kann direkt aus dem vorigen abgeleitet werden, 

indem man daselbst x— , als neue Variable v\ also ö— , als ö — 

bezeichnet. Die Grenzbedingungen (31) des frei-freien Stabes für 
die Variable v gehen damit in diejenigen des fest-festen Stabes 
für die Variable v* über; die Funktion v\ die aus dem Werte v 
von Gl. (37) bzw. (38) durch zweimalige Differentiation nach x 
abgeleitet wird, befriedigt also diese Bedingungen und die Diffe- 
rentialgleichung (8 a) bzw. (8b) des Problems und ist daher die 
gesuchte Lösung. Bis auf das hierbei gleichgültige Vorzeichen 
stimmt auch Gl. (42) mit dem durch zweimalige Differentiation 
nach X aus (37) zu erhaltenden Wert überein. 

Auch beim fest-festen Stab kann eine unendlich langsame 
Schwingung mit m = vorkommen, bei der der Stab sich als Gan- 
zes ohne Deformation bewegt und die kein Interesse bietet. 
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51. Eigensohwingungen des fest-freien Stabes. III. Fall. 
Fest-freier und frei-fester Stab. Beide Fälle sind physi- 
kalisch identisch, geben aber formal verschiedene Lösungen, weil 
bei einem das Ende x^O, beim andern das Ende x = l fest ist. 

Es sei a; = das feste, x^l das freie Ende. Die Grenz- 
bedingungen sind für 



(43) 



X 



0: 



v = und 






a; = Z: 






dv 
dx 



0, 



dx 



, = und g^, = 0. 



Die Grenzbedingungen für a? = verlangen wie im Fall II, daß 
im allgemeinen Integral (30a) ® == — 85 und (£ = — St ist, so 
daß v^'^ hier auch die Form (41) vrie im Fall II hat, d. h. 

(44) t;(') - 2t ' (sin *?^ - ©in ^^) + SB ' (cos ??^ - Sof ^^f) • 

Die Konstanten 31, 89 m sind hier jedoch mit 81', 89', m' bezeich- 
net worden, um anzudeuten, daß sie andere Werte als dort haben 
müssen. Aus den Grenzbedingungen für x = l folgt hier nämlich 



(45) 



m 



'* 



(-^^-)^^^ = -p-[3l(-smm -@tnm) 

+ ^\—cosm'-r Kof m')] = 0, 






m 



78 [Sl'(— cosm' — Kofw') 

4-89'(sinm'-@inw')]-0; 



also, wenn m»|»0 ist, 



»' 



m ^— 



sin m' -f @tn m' 



7 = + 



008 m' -f- 



W cos w' + ®o| m ' sm wi 

woraus für m die transzendente Gleichung folgt 
(47) 1 + cos w' ffiof w' = 0. 

Ihre Wurzeln sind nach Lord Rayleigh 



m 



(48) 



m. 



/ = |(2fc-l)«-(-l)*a„ (fc= 1,2,3...) 



Die Größe a. nimmt mit wachsendem h sehr schnell ab; 0^5 ist 



schon nur etwa 1,4»10'" , und bereits a« ist nur 7,8*10 . Die 



n 



Werte w^^' sind daher auch nahezu ungerade Vielfache von -^ wie 
diejenigen von m^^ in Gl. (36); für große 1c gilt nahezu 
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Die ersten sieben Werte von m^' sind in Tabelle 10 angegeben. 

Tabelle 10. 
Wurzeln w der Gleichung 1 -|-cosw@of w = 0, zugleich Wurzeln m 

von tg - + ©10 g- = ö ^^^ *g -g - ®^Ö 2^ = Ö 



% 


«i'i 


k 


W'jfc 



2 
4 
6 




1 
3 
5 
7 


1 + 0,30431= L87510 

Y + 0,00078= 7i85476 

Y + 0,00000 = 14,13717 
^ = 20,42035 


Y-a01830= 4,69410 

Y-a00003 = 10.99554 

^ = 17,27876 




• 







Die Normalfunktion Vf^^^^ wird 



(49) 



^k'"^ = (cos m/ + ©of w^') (sin ^^^ — ©in —f-) 
— (sin m/ + ©in m/) (cos ^— — ®of ^— ) , 



oder 



sin — *— — ©in ^%-) 

+ (cos m/ + ®of w^') (cos -^ ©of ^^) • 

Ist a? = das freie, x^=l das feste Stabende, so kehren 
sich die Grenzbedingungen (43) um, die Normalfunktion t;^*^ wird 

^k'"^ ™ (^ös m/ + ©of w/) (sin — Y^ + ©in ^*^j 
— (sin w/ + ©in m/) (cos^^ + Kof — ,-] , 



(50) 



oder 



^k^"^ = (sin W8^' — ©in m/) (sin ^*^- + ©in — ,— j 

+ (cos m/ + ©Of W^') (cOS^y^ + ©Of ^y^j 
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Sie ist auch durch zweimalige Dififerentiation Dach x aus (49) zu 
erhalten und unterscheidet sich von jener nur durch die yerän- 

derten Vorzeichen von ©in— %— und Eof— y— . Die Gleichungen 

(46), (47) und (48) bleiben natürlich bestehen. 

52. Andere Form der Normalfunktionen. Übereinander- 
lagerang der Fartialsohwingongen und Reihenentwicklung 
nach Normal fn nktionen. Die drei genannten Fälle lassen sich 
auch in der Weise behandeln, daß man den Koordinatenanfangs- 
punkt in die Stabmitte, die Stabenden also nach x^^ — -^ und 
a; =■ + -^ verlegt.*) Dadurch werden die Formeln zuweilen ein- 

facher und übersichtlicher. Die Normalfunktionen nehmen andere 
Form an, ebenso die Bestimmungsgleichungen für m. Man erhält 
z. B. für letztere im Fall I und II (frei-freier und fest-fester Stab), 
je nachdem in der Stabmitte ein Schwingungsbauch oder -Knoten 
liegt, die Gleichungen 

(51) tgf + a:flf = oder tgf-Xgf-O. 

Die erste entspricht Schwingungen, die zur Stabmitte symmetrisch 
sind, t;^^^) ist dabei eine gerade Funktion; die zweite entspricht 
zur Stabmitte antisymmetrischen Schwingungen, t;^^^) ist dabei eine 
ungerade Funktion. Beide lassen sich auf 61. (35 a) zurückführen, 
so daß ihre Wurzeln, wie es ja auch sein muß, mit denen von 
(35 a) identisch werden. Im ELI. Fall (fest- freier Stab) werden die 
Gleichungen 

(52) tgf-®t9f = und tgf + ®t9f = 0, 

und diese lassen sich auf (47) mit ihren Wurzeln zurück- 
führen. 

Für den frei- freien Stab werden die Normalfimktionen bei 
dieser Lage des Nullpunktes 



1) Vgl. z. B. H. Lamb, Pynamical Theory of Sound London. 
1910. S. 126. 



52. Andere Fonn der Normalfunktionen. Beihenentwicklungen 131 



(53 a) 



mj^x 



sm 



t;,(*)-?lsm^ + ?[ 



@in^* 



@in -f- oder 



l 



mj,x 



cos 



2 



t;^(*) = «8in^ + 



@in 



Mj^X 



und 



antigymmetrische (angerade) Schwingung f&r A; — 1 , 3, 5 ... 



(53 b) 



Ml. 
C08-^ 

«,(-) - SB cos ??!f^ + « — ^ Sof *"** 



Sof 



f*<" 



9 COS 



m^fca: 



Bin 



85 



®«? 



2 
-- ®0f '^l^ 



oder 



symmetrische (gerade) Schwingung für Ä-* 0, 2, 4 . . . 

Die Werte der m^^ sind die in Tahelle 9 angegehenen. 

Wie man dnrch Ausführung der Integration üher die Stah- 
länge erkennt, erfüllen diese Normalfunktionen und natürlich auch 
die Normalfunktionen der Gl. (37), (42) usw. die Orthogonalitäts- 
bedingung. D. h. es wird 



+1 






(54) 



/ Vf^Vj^dx = wenn ä^ä,' / i;^^(la; =» const 



»=-j 



'=-? 



Dieser Eonstanten kann noch ein beliebiger Wert beigelegt 
werden. Durch Festsetzung desselben ist der Wert der Amplituden- 
konstante SC bezw. 93 in (53) bestimmt. Setzt man fest, daß die 
Eonstante in dem zweiten Integral Ton (54) den Wert 1/2 haben 
soll, so. werden die Eonstanten 31 und S3 zu 



(55) 81 = 



@inf 



l/@in*^ — ein 



89 = 



2 



i^k 



]/M'y* + co8'f 
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Die zugehörigen speziellen Normalfunktionen nehmen die ein- 
fache symmetrisch gebaute Form an: 

^^^ ©tn g^ sin -|- + em -^ @in-|- A = 3, 6, 7 . . / 

^* *^ y I ungerade 

1/ ©in* Y ■" ^"^* "ö^ ^ Schwingung 

(56) {bezw. 

©01^008-1-+ cos :2^(5:of-|- /Ä; = 2, 4, 6 . . ; 

^* = ^- I gerade 

T/®of* ~ + cos*— ^ \ Schwingung 

Analoge Funktionen lassen sich für den fest-festen Stab aufstellen. 
Sie können auch direkt aus (56) durch zweimalige Differentiation 

nach dem Argument —- abgeleitet werden. 

Für die beiden kleinsten Werte von w(mQ==mi = 0) sind die 
Normalfunktionen z^q^*) = konst und t;j(*) = konst/'a?, denn nur 
diese beiden Funktionen befriedigen fär den Wert w = die Glei- 
chungen (27) und (31) in Nr. 48 und 49, sowie auch die Ortho- 
gonalitätsbedingungen (54). Sollen sie in der zweiten von diesen 

letzteren den Wert — ergeben, so müssen sie die speziellen For- 

men haben 

(56a) V'^-Ky' V'>=x*' 

die als Ergänzung zu (56) gehören. 

Die Teilschwingungen können sich übereinanderlagem, denn die 
Summe mehrerer Lösungen von der Form (38) in Nr. 49, die natür- 
lich mit entsprechend geänderten Normalfunktionen für alle Fälle 
I bis III gilt, befriedigt die lineare Differentialgleichung (8 b) und 
die GrenzbedingUDgen ebenso wie eine einzige Lösung allein. Die 
Gestalt des Stabes während der Schwingungen hängt von Zahl 
und Art der beteiligten Teilschwingungen ab (Ordnungszahl w^, 
Amplitude a^^ ^^^ Phasenkonstante d^j^ in Gl. (38)). Durch ge- 
eignete Wahl der Werte dieser drei Größen läßt sich wahrschein- 
lich immer eine solche Beihe aus den Vj^ bilden, daß der Wert v^^^ 
dieser Reihe und der Wert ihres zeitlichen Dififerentialquotienten 

-^-T- zu einer gegebenen Zeit — etwa zur Zeit ^ = — einem 
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beliebig vorgegebenen Zustand des Stabes zu dieser Zeit (Anfangs- 
zustand) gleich wird, indem v^^^ die Lage, -^-r- die Geschwindig- 
keit eines jeden Stabpunktes zu dieser Zeit darstellen. Diese 
beiden Größen sind natürlich Funktionen von x. 

Statt der trigonometrischen Funktionen sinus und cosinus 
treten bei dieser, der FourieiTeihe analogen, Beihe die Normal- 
funktionen oder Eigenfunktionen Vj^ auf, die sich hier — beim 
schwingenden Stabe — aus den trigonometrischen und den Hy- 
perbelfunktionen sinus, Cosinus, @inuj}, Sofittud zusammensetzen. 

Der mathematische Nachweis für die Möglichkeit, durch der- 
artige Reihenentwicklungen mit anderen Normalfunktionen 
als sinus und cosinus allgemein beliebig vorgegebene Funktionen 
darzustellen, fehlt zurzeit noch; es -ist aber aus physikalischen 
Gründen, wie sie z. B. aus dem ebenbehandeiten Problem hervor- 
gehen, sehr wahrscheinlich, daß eine solche Entwicklung, von der 
die Fourierreihe nur einen Spezialfall bildet, immer möglich ist; 
in speziellen Fällen läßt sie sich ausführen, womit dann für die 
dabei benutzten Normal funk tionen der Nachweis erbracht ist. 

53. Die Sohwingungsfigur des Stabes. Lage der EJioten, 
Bäuche, Wendepunkte usw. Die Gestalt des Stabes bei einer 
einfachen Teilschwingung erhält man aus der zugehörigen Normal- 
funktion Vf^^^\ Diese stellt als Funktion der Abszisse x die Kurve 
dar, welche die Stabachse zur Zeit t bildet. Diejenigen Werte x^ 
für welche i;^^') Null wird, sind die Stellen der Knoten, die Werte 

Xj für welche t;^^^*^ = Max., also —j^'^O wird, die Stellen der 

Schwingungsbäuche. Außerdem kommen noch in Betracht 

die Wendepunkte, wo —^^,— = 0, und die Stellen stärkster 

Krümmung, wo — j-V ^i^ Maximum, also — ^j- =0 ist. 

u X OiX 

Da die Stabkurve keine Sinuslinie ist wie die Saiten kurve 
im Fall einer einfachen Teilschwingung (vgl. Nr. 24 ff.), so sind die 
Knotenabstände ungleich groß und die Bäuche liegen nicht in der 
Mitte zwischen zwei Knoten. Ihre Lagen müssen in jedem Fall 
besonders berechnet werden. Um eine Vorstellung von der Gestalt 
der Kurve zu erhalten, muß man die Ordinaten v^^^ für zahlreiche 
Werte von x berechnen. Dies ist besonders von Lord Rayleigh 
ausgeführt worden, der auch die Resultate andrer Autoren benutzt 
und angibt. Die folgenden Tabellen sind teils aus der Theory 
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Tab( 


3lle 11. 






Ordnnngs- 

zahl der 

Fartial- 

Bchwin- 

gang 


Frequenz- 
parameter 


Fest -fester Stab 


Wende- 
punkt 


Krüm- 
mungspunkt 


Knoten 


Bauch 


*=o 


Wo = 










*=i 


w, = 


0,5 



1 






*-2 


w, = 4,7300 
(m,*« 22.372) 


0.2242 
0.7758 




0,5 

1 


(0) 
(1) 


0,5 


* = 3 


w, - 78532 
K'= 61.674) 


0.1321 

0.5 

0,8679 




0.3084 
0.6916 
1 


(0) 
0.5 

(1) 


0,.. 
0... 


*-=4 


w»4 « 10.9956 
K*« 120.90) 


0,0944 
0,3558 
0.6442 
0.9056 




0,2200 

0.5 

0.7800 

1 


(0) 

0.3593 
0,6407 

(1) 


0... 

0.5 

0,.. 


* = 5 


^5 = 14.1372 
K*= 199.86) 


0,0735 

0.2768 

05 

0.7232 

0.9265 




0. . •• 
0. • • • • 

{jf . . . . 

0, — 

1 


(0) 

0.2787 

0,5 

0,7213 

(1) 


0... 
0... 
0.*. 

o,.- 


* = 6 


we = 17,2788 
K* = 298.55) 


00601 
0.2265 
0.4091 
0.5909 
0,7735 
0.9399 






0» • • • • 
0.5 

0. • • • • 
0. • • • • 

1 


(0) 

0,2281 
04091 
0.5909 
0.7719 

(1) 


0.-. 
0,* 
0.5 
0... 
0, •• 






Knoten 


Bauch 


Wende- 
punkt 


Krümmungs- 
punkt 


Frei-freier Stab 

• * 
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Tabelle 12. 



Ordnungs- 
zahl der 
Partial- 

Bchwingnng 


Frequenz- 
parameter 


Fest -freier Stab 
(festes Ende bei 0, freies Ende bei 1) 


Knoten 


Bauch 


Wende- 
punkt 


Krttm- 

mungs- 

punkt 


* = i 


wi=L8751 
im'x = 3,5160) 





1 


1 





*-2 


wH 4,6941 
W^ = 22,035) 



0,7739 


0,475 

1 


0,2261 

1 



0,525 


* = 3 


»»i = 7,8548 
K^ = 61,698) 




0,5001 

0,8679 


0,.-. 

0,... 

1 


0,1321 
0,4999 

1 



0,... 

0,... 


* = 4 


<= 10,9955 
W^ = 120,90) 




0,3561 
0,6442 
0,9056 


0, • • • 
0,-.. 

0, .. 

1 


0,0944 
0,3558 
0,6439 

1 




0, •• 
0, ••• 
Ol" 


Ji; = 5 


K = 141372 
W^= 199,86) 




0,2788 

0,5 

0,7232 

0,9265 


0, •• 

0, •. 

0,... 
0, •• 

1 


0,0735 
0,2768 
0,5 
0,7212 

1 




0,-.. 
0, •• 
0,... 

0, ... 


* = 6 


K = 17,2788 
K* = 298,55) 




0,2281 

0,4091 

0,5909 

0,7736 

0,9399 


0, . • 
0, .• 
o, •• 

0,... 
0,... 

1 


0,0601 
0,2264 
0,4091 
0,5909 
0,7719 
1 




0,. . 
0,.. 
0,. . 

0,... 
0,... 






Wende- 
punkt 


Krüm- 
mungs- 
punkt 


Knoten 


Bauch 


Frei -fester Stab 
(freies Ende bei 0, festes Ende bei 1) 



Kalähne: Akustik II. 
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Fig. 83. 



festes Ende 



a SohwinguDgsfigor des frei-freien, b des fest- 
festen Stabes bei der Grundsohwingnng. 
K Knoten, B Bauch, TT Wendepunkt, Kr Punkt 
stärkster Krümmung. 



festes Ende 
W 



of Sound 2. Aufl. entnom- 
men, teils aus den Berech- 
nuDgen von Strehlke^) und 
von Seebeck*). 

Da die Normalfunktion 
des fest-festen Stabes nach 
Nr. 50 identisch ist mit dem 
zweiten Differentialquotien- 
ten derjenigen des frei-freien, 
und da sich diese Normal- 
funktionen nach viermaliger 
Differentiation immer voll- 
kommen reproduzieren, so 
ist offenbar, daß Knoten, 
Bäuche, Wendepunkte, 
Punkte stärkster Krüm- 
mungdes frei-freien Sta- 
bes in der angegebenen Rei- 
henfolge zusammenfallen mit 
denWendepunkten,Punk- 

ten stärkster Krüm- 
mung, Knoten, Bäuchen 
des gleich langen fest- 
festen Stabes bei gleicher Ordnungszahl h und umgekehrt. 

Genau das Gleiche gilt für dieselben Punkte des fest- freien 
und des frei- festen Stabes. Daraus folgt, daß hier die Knoten 
bezw. Bäuche genau dieselben Abstände vom einen (etwa dem 
festen) Ende haben wie die Wendepunkte bezw. Punkte stärkster 
Krümmung vom anderen (also dem freien) Ende. Das ergibt sich dar- 
aus, daß der frei-feste Stab nur die Umkehrung des fest-freien ist. 
Die Lage der vier Ai^ten charakteristischer Punkte für die 
Fälle I und II (frei-freier und fest-fester Stab) sind in Tabelle 11, 
für Fall III (frei-fester bezw. fest-freier Stab) in Tabelle 12 ent- 
halten, soweit sie überhaupt berechnet sind, und zwar bis zum 
5. Teilton (ä;=5)^). Man sieht, daß die Knoten von Falll und III 




freies Ende 



Fig. S4. 



festes Ende 



a Schwingungsftgur des fest-freien, h des frei- 
festen Stabes bei der Grundschwingung. 



1) F. Strehlke, Poggendorffs Annalen d. Phys. u. Chem. 27, 
S. 506 u. 28, S. 612 (1833). 

2) A. Seebeck, ebenda 73, S. 442 (1848). 

8) Die im Handbuch der Physik Bd. II (Akustik) S. 834 ange- 
gebenen Zahlen für die Knoten des 4. und 5. Partialtones eines frei- 
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mit wachsender Ordnungszahl immer mehr zusammenfallen, d. h. 
der fest -freie Stab schwingt in den höheren Teilschwingungen 
fast so wie ein frei -freier; die Befestigung des Endes stört nur 
die nächste Umgebung. 

Die Lage der charakteristischen Punkte und die genaue Ge- 
stalt des Stabes bei der Grundschwingung ist in den Figuren 33 
und 34 dargestellt. Die Grestalt der Stabe auch für die Ober- 
schwingungen zeigen die Figuren 35 und 36. 



Fig. S5 und S6. 

SohwingnngB- 

figcuren 

des Grondtons und 

der beiden eraten 

Obertöne. 

a, 6, c bei dem frei- 
freien Stabe, 

df ßy f bei dem fest- 
freien Stabe 





de} 

• • • ^ 

• • • I 

• • • 

: ; ; 

: : : ■ 

: •• ; : 



Fig. 35. 



Fig. 86. 



54 Eigensohwingungen des beiderseits drehbar ge- 
lagerten (gestützten) Stabes. Von den beiden noch übrigen 
Fällen IV (beiderseits drehbar gelagerter oder gestützter 
(angestemmter) Stab) und V. (einerseits gestützter, andrerseits 
fest eingespannter Stab) gibt der erstere eine verhältnismäßig 
einfache Lösung. Die Grenzbedingungen sind an beiden Enden 
(a? = und a? = ?) dieselben, und zwar muß sein für 



(61) 



::i 



X 



V 



d'-o 



^ ^^^ ^«='^- 



Diese auf das Integral v^'^ in Gl. (30 a) angewandt ergeben 
für o^^^'O die Bedingungsgleichungen 

g3H-I) = und — »-f® = 
also 

S3 = S) = 0, wenn w = w">0. 

Daher ergibt die weitere Anwendung auf das Ende x^^l 



freien Stabes sind nicht ganz genau, wie es scheint. Die Zahlen fOr 
den zweiten und vorletzten Knoten gelten eigentlich für den fest- 
festen Stab, unterscheiden sich aber von den richtigen im Höchstfälle 
noch nicht um ein Prozent. 

10* 
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n sin m'+ ® ©in w"- und - 81 sin m'+ K ©in w"== 0, 
also durch Addition und Subtraktion dieser beiden Gleichungen 

(58) ?lsinw"=0 und (l&xnm'=^0. 
Dies ist für w"> nur zu erfüllen durch die Annahme 

(59) © = und m^'^h%, (Ä;= 1, 2, 3 . . .). 
Daher wird hier die Normal funktion einfach 

(60) !;,(*)= sin ^, 

und die ganze Lösung der Schwingungsgleichung [vgl. (38) und (39)] 

(61) Vj^== vi sin— ^ sm («^f + -Ö-J = 81 sm— ^ sin ( — ,,5 1- Q'A , 

Die Normalfunktion ist also dieselbe wie bei einer (beiderseits 
befestigten) Saite, daher auch die Lage der Knoten und Bäuche. 
Die Wendepunkte bezw. Punkte stärkster Krümmung fallen zu- 
sammen mit den Knoten bezw. Bäuchen. Die Teilschwingungen 
sind harmonisch wie bei der Saite, umfassen aber nicht alle 
Glieder, weil die Schwingungsfrequenzen mit dem Quadrat der 
Ordnungszahl h wachsen. Je nach der Art der Anregung können 
noch die einen oder anderen yon ihnen ausfallen, so daß der Klang 
eines solchen Stabes sehr obertonarm wird, jedenfalls aber nur 
sehr hohe Obertöne enthält. Der erste Oberton ist die Doppel- 
oktave, der zweite Oberton bereits gleich dem 9. harmonischen 
Teilton. 

Die Tonhöhe der Grundschwingungen gleich langer beider- 
seits freier oder fest eingespannter und beiderseits drehbar gela- 
gerter Stäbe steht, wie aus (59) und Tabelle 11 folgt, im Ver- 
hältnis 

(62) m^^ : w/'^ « 22,372 : n^ = 22,372 : 9,8696 -= 2,2668. 

55. Exponentiell gedämpfte Querschwingungen von 
Stäben. Die Differentialgleichung (8) in Nr. 44 läßt sich noch 
durch ein Glied ergänzen, welches einer hemmenden, Bewegung 
vernichtenden Kraft entspricht. Ein sehr einfacher Fall ergibt 
sich wieder, wenn man die hemmende Kraft der jeweiligen Ge- 
schwindigkeit der Stabteilchen proportional annimmt. Man erhält 
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so exponentiell gedämpfte Sinusschwingungen statt der unge- 
dämpften. Man kann das Glied bei der in Nr. 44 gegebenen Ab- 
leitung der Bewegungsgleichung in Gl. (2) bezw. (2 a) auf der 
rechten Seite zu der rücktreibenden Scherungskraft hinzufügen 
in der Form 

(63) -ccsdx-^j 

und erhält nach denselben Umformungen wie dort schließlich die 
Gleichung 

(64) ^q — -^q^i^-^^ + Eqx'^, + ccSj^^O 

oder mit Weglassung des zweiten, zu vernachlässigenden Terms^) 

(64a) ^g_ + «5-^ + ^^^8_ = 

oder 

(64b) _ + 2d-^-+*V^, = 0, 2d = -. 

ö ist der Dämpfungsfaktor (vgl. Bd. I, Nr. 31 ff.), s ist die 
ümrißlinie eines Querschnitts, sdx also die Mantelfläche einer 
dünnen Querschnittsscheibe, a eine von der Form der Umrißlinie 
und der Natur des umgebenden Mediums . abhängige Konstante. 
Die dämpfende Kraft hat ihren Sitz im wesentlichen an der Stab- 
oberfläch%, indem dort die angrenzenden Teile des umgebenden 
Mediums in Bewegung gesetzt werden müssen. Dazu muß auf sie 
eine vom schwingenden Stab ausgehende Kraft ausgeübt werden, 
welcher als Reaktion die gleich große entgegengesetzt gerichtete 
dämpfende Kraft entspricht. Da die auf die Umgebung übertragene 
Energie im Verlaufe einer ganzen Schwingungsperiode nur zum 
Teil wieder auf den Stab zurückkehrt, zum Teil aber als Schall- 
energie in Wellenform (Schallstrahlung) nach außen wegwandert, so 
findet Energiezerstreuung, also Dämpfung der Stabbewegung statt. 
Der Ansatz (63) für die hemmende Kraft ist vielleicht zu 
speziell, um die Erscheinung im einzelnen richtig darzustellen, 
doch ergibt sich daraus jedenfalls ein annähernd richtiges Gesamt- 
bild. Die dämpfende Kraft ist danach als äußere auf die Mantel- 
fläche des Stabes wirkende Kraft gedacht. Dämpfende Kräfte 
infolge innerer Reibung im Stabe selbst sind vernachläsigt. Das 



1) Vgl. Nr. 45. 
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scheint erlaubt; denn Versuche mit massiyen und hohlen Stäben 
(Röhren), sowie Parallelversuche im Vakuum zeigen den überwie- 
genden Einfluß der Strahlungsdämpfung. 

Die Integration der Gleichung (64 a) bezw. (64b) gelingt 
leicht durch Zerspaltung nach dem Schema von Nr. 48. Man setzt 
V a= t?(*) • v^^ und erhält schließlich die beiden gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen 

(65) ^ + ,,^' + „M«-«, 

mit den Lösungen 

(67) v^^=^Pe-^*8m(vt + {f), (v = Vn^^d») 

(68) t;(*) = ?lsin*?^ + »cosY+®®W?^ + 3)eof'^, 

Die Normalfunktion v^^\ also auch die Schwingungsfigur des 
Stabes ist dieselbe. Der unterschied gegen die ungedämpften Stab- 
schwingungen besteht außer in dem Abklingen der Schwingun- 
gen nur darin, daß die Frequenz v sich etwas von derjenigen der 
ungedämpften, n, unterscheidet. Dieser Unterschied ist aber bei 
allen akustisch in Betracht kommenden Dämpfungsgraden un- 
merklich. Vgl. dazu die Tabelle 10 in Bd. I. 



IIL Abschnitt. 

Theorie der von zwei Eanmkoordinaten 

abhängigen Schwingnngen. 

Eigenschwingnngen Yon Membranen nnd Platten. 

6. Kapitel. 

Eigenschwingungen von Membranen. 

56. Differentialgleicimngen der Eigensohwingangen von 
Membranen. Sohwingungsenergie. Membranen haben akustisch 
deshalb Interesse, weil sie zur AufDahme und Registrierung Ton 
Tonwellen dienen. Dazu ist es nötig, die möglichen Schwingungs- 
formen und Eigenfrequenzen der Membranen zu kennen. 

Eioe Membran ist der ideale Grenzfall einer unendlich dünnen 
Platte, bei der wegen der verschwindend geringen Dicke die natür- 
liche Steifigkeit keine Bolle mehr spielt. In einer idealen Membran 
fehlen daher die Scherungskräfte (Schubspannungen). Widerstand 
gegen Formänderungen (seitliche Verbiegungen) tritt nur auf, wenn 
mit der Formänderung eine Vergrößerung der Fläche verbunden 
ist, und zwar infolge der dabei entstehenden oder größer werden- 
den elastischen Spannung. Nur eine im natürlichen Zustand be- 
reits gespannte Membran ist schwingungsfähig (ebene, über einen 
Bing gespannte Membran bei der Trommel, kugelförmig gespannte 
Membran bei Seifenblasen, Luftballons usw.). 

Die Spannung (Normaldruck) f^Ut überall in die Tangential- 
ebene der Membran; bei einer allseitig gleichmäßig gespannten 
Membran ist sie nach allen Bichtungen um jeden Punkt der Mem- 
bran herum gleich groß. Es können aber auch nach verschiedenen 
Bichtungen hin ungleich gespannte Membranen vorkommen. Ein 
Beispiel dafür ist eine zwischen zwei parallelen Leisten befestigte 
Membran y bei der man die Spannung senkrecht zu den Leisten 
durch Nähern oder Entfernen derselben beliebig ändern kann, oder 
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der ähnliche von Helmholtz^) behandelte Fall einer, ein sehr 
spitzes Dreieck bildenden Membran, bei der dasselbe durch Aus- 
einanderbiegen der Randleisten erreicht wird. Hier sollen nur 
gleichförmig gespannte Membranen berücksichtigt werden. 

Wird eine gleichförmig gespannte Membran irgendwo durch 
einen kurzen Schnitt aufgeschnitten, so streben die Schnittränder 
auseinander, ohne daß seitliche Verschiebungen eintreten, ein Be- 
weis dafür, daß die Spannung in der Membranfläche immer senk- 
recht auf jedes Linienelement ds wirkt, das man irgendwo auf 
der Membran als Stück irgend einer Kurve konstruiert. In der un- 
verletzten Membran wird diesen auseinanderziehenden Spannungs- 
kräften von denjenigen Kräften das Gleichgewicht gehalten, die 
von dem jenseits der Schnittlinie liegenden Membranteil ausgehen. 

Die gespannte Membran sei im Ruhezustand eben und falle 
dabei mit der xy-'EihenQ zusammen. Die gleichförmige, überall 
gleiche Spannung sei p. Die Verschiebung der Membranpunkte, 
die in der darauf senkrechten ;er- Richtung erfolgt, sei als unendlich 
klein anzusehen. Dann kann man ganz wie bei den Bewegungen 
der Saite (vgl. Nr. 18) annehmen, daß jeder Punkt sich nur in der 
je; -Richtung bewegt, seine x- und y- Koordinaten also dauernd be- 
hält. Die tatsächlich vorhandene seitliche Verschiebung auch in 
der X- und f/- Richtung wird vernachlässigt, da sie von höherer 
Ordnung klein ist. 

Ein Flächenelement df=^ dxdy am Punkte P der ebenen Mem- 
bran vergrößert sich bei der Ausbiegung zu df' = df^ cos«, wo- 
bei a der Neigungswinkel der Tangentialebene im Punkte P% dem 
neuen Orte von P, ist. Da aber a klein von der ersten Ordnung 
sein soll, so ist cos a bis auf quadratische Glieder gleich Eins und 
mit gleicher Annäherung df^^^ df. 

Das um die Strecke w in der ;e;-Richtung ausgebogene Flächen- 
element dxdy wird mit der Kraft 

zurückgezogen. Diese ergibt sich analog der rücktreibenden Kraft 
bei der Saite (vgl. Nr. 18). Auf die Begrenzungslinien dx und dy 
des Flächenelementes df^^dxdy^ und damit auf das Flächenele- 
ment selbst, wirken folgende Kräfte (Fig. 37). Auf die vordere 

1) H. V. Helmholtz: Tonempfindungen, Beilage XI. 
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Kante dx wirkt die Kraft pdx nach 
vorn, auf die hintere Kante die Kraft 
pdx nach hinten; analog auf die linke 
Kante dp die Kraft pdy nach links, 
auf die rechte Kante pdy nach rechts. 
Diese £j*äfte liegen üherall in der Tan- 
gentialehene an dem betreffenden Punkt. 
Die jBf- Komponenten der Kräfte sind ^ v* i. ^^^üu ^ 

'^ . . . . Hechteokiges Fläohenelemeut 

also, da Kräfte, die in der positiven der gebogenen Membran und 

Koordinatenrichtung wirken, positives '®"^® Ebene*" ^ *^ 

Vorzeichen bekommen und umgekehrt, 

an der vorderen Kante dx — pdx{^\ ^ 




x,y x-{-dx,y 



an der hinteren Kante dx 



y 



an der linken Kante dy ~~i^öf^(^) , 

an der rechten Kante dy 

Die Summe dieser Kräfte, bei der also Glieder höherer als 
erster Ordnung vernachlässigt werden, indem man die obigen 
Taylor sehen Beihenentwicklungen beim ersten Gliede abbricht, 
ergibt den Ausdruck (l) für S,. 

Indem man andererseits das Produkt aus Masse des Membran- 

dementes qdxdy mal Beschleunigung -^ bildet und jener Kraft 

gleichsetzt (2. Newtonsches Gesetz), folgt die Differentialgleichung 
der Bewegung 

(2) 9 ^^^yw^^^'^^^Kd^^ + w) 

oder anders geschrieben 

(^^) äF- ^lä^ + äFJ^^fe^ + äF)^'^^'^ 

1) At(7 ist dei von Lam^ eingeführte „zweite Differentialpaia- 
meter" von w, der in rechtwinkligen kartesischen Koordinaten voll- 
ständig, d. h. wenn w von allen drei Koordinaten abhängt, lautet 

dx* ' dy* dz* 
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Es ist p die überall gleiche, immer in der Tangentialebene der 
Membran wirkende Spannung, q die Masse der Flächeneinheit 

(Flachendichte) der Membran, c=T/^ eine der Schallgesch windig- 

keit c =]/| bei Saiten (und Gassäulen) entsprechende Konstante. 

Diese Gleichung ist zu integrieren unter der Bedingung (Rand- 
bedingung), daß längs der Umgrenzung der Membran überall w = 
sein soll, da die Membran notwendigerweise am Bande fest ein- 
gespannt sein muß. 

Die kinetische Energie eines Membranelementes dxdy ist 

(3) dU=ydxdyi^-^\ 
diejenige der ganzen Membran also 

(4) U^\ß,'{^4jä.äy. 

integriert über die ganze Fläche der Membran. 

Die potentielle Energie ist gleich der Arbeit, welche bei 
der Dehnung der Membran von den Kräften geleistet werden muß. 
Diese ist gleich der Vergrößerung der Membranoberfläche, mul- 
tipliziert mit der Spannung p. Die Vergrößerung eines Flächen- 
elementes df= dxdy der ebenen Membran bei Verschiebung seines 
Mittelpunktes um eine Strecke w in der ;s:- Richtung ist nach der 
bekannten Formel^) für die Berechnung der Größe von krummen 
Flächen zu bestimmen. Sieht man nämlich wie früher davon ab, 
daß die Membranpunkte außer der senkrechten Verschiebung w 
auch horizontale u und v erfahren, die aber von höherer Ordnung 

klein sind, so erhält man, da hier -^ und -k- klein sind gegen 1, 



Also wird die potentielle Energie eines Flächenelementes 
dxdy 

der ganzen Membran 

1) Vgl. Lehrbücher der Integralrechnung. 
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integriert über die ganze Membran. Aus diesen Ausdrücken für U 
und V läßt sich, etwa mittels des Prinzips der virtuellen Geschwin- 
digkeiten, die Bewegungsgleichung (2) ableiten. 

Die Integration der Differentialgleichung (2 a) gelingt leicht 
bei gewissen einfachen Formen der Begrenzungslinie (Randkurve) 
der Membran; solche sind die rechteckige (speziell die quadra- 
tische) und die kreisförmige, wozu auch die Begrenzung durch 
zwei konzentrische Kreise, also die ringförmige Membran gehört, 
sowie der Bing- und Kreissektor, der aus diesen durch zwei 
Badien ausgeschnitten wird; fem er das gleichseitige Dreieck, das 
gleichschenklig rechtwinklige und das rechtwinklige Dreieck mit 
einem Winkel von 30 ^*) Partikularlösungen erhält man hier wie 
bei der Saite und dem Stab durch Zerspaltung der Funktion w 
in einen nur von der Zeit t und einen nur vom Orte (a;, y) abhän- 
gigen Faktor. Der erstere ergibt sich wieder als Sinus- bezw. Ko- 
sinusfunktion, d. h. sinw< oder cos w f. Der übrigbleibende Faktor 
i£;(*»y) muß die Differentialgleichung der Normalfunktionen der Mem- 
bran befriedigen 

57. Rechteokige Membran. Fartialsoliwingangen uad 
allgemeinste Form der Eigenschwingungen. Rechteckige 
Membran. Die lange Seite sei a, die kurze &; a sei parallel der 
iC-Achse, h parallel der y- Achse, ein Eckpunkt sei der Koordinaten- 
ursprung aj==0, y = 0. Brauchbare Partikularlösungen von (8) 

sind Produkte von der Form sin sin — r^, so daß man als 

Partikularlösungen w der Gleichung (2 a) erhält 



(9) 



. Htcx . kpy . . -, 

Wf^j^ = sm sm -— ^ sm nj^ji.t und 

^^'hk == sin -^ sm -^ cos n^^^t, 



/Ä = l,2...\ 
\* = 1,2.../ 



1) Vgl. Z.B. F. Pockels, Über die partielle Differentialgleichung 
ACT+ÄJ^tt^O. Leipzig (Teubner) 1901. S. 67ff. In neuester Zeit 
ist die Integration von £. Beinstein nach dem Eitz sehen Verfahren 
auch für die elliptische Membran ausgeführt worden (Annalen der 
Physik (4) 35 (1911), S. 109). 
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also als allgemeine Lösung die Partialschwingung 



(10) 



hk = {Ak sm n^f,t + Äj^j^ cos n^j^t) sin ^^ sin -f- 
= Ä^j^ sm {n^^t + -O-^^) sm -— sm -^ • 



Die Geschwindigkeit der Teilchen wird 



(11) 



-^ = **Ä*(^Ä*'cos n^j^t - ^;fc" sin n^jO «in 



sm-^ 



a 



^Ä*A* cos K;t e + -O-^ijfc) sm sin 



a 



wobei nj.1. bestimmt wird durch 



'hk 



(12) 



«*i* = c* 






Diese letzte Beziehung erhält man leicht als notwendige und 
hinreichende Bedingung, indem man versuchsweise für w^"^^ das 

Produkt sin sin— r^ in Gl. (8) einsetzt. 

ab ^ ^ 

Als allgemeinste Lösung ergibt sich hieraus durch Übereinander- 

lagerung der Partialschwingungen 



(13) 



00 00 



W 






Ä = l * = 1 

00 00 



yiltX . ÄÄI/ 



und 



= ^^Uhk sin K* + -^A*) sin ^ sin 



(14) 



00 00 



^^_ ^S^ ^S^ z' >< '«^«-« * A "o,-«>v. A „:•» ^^^ «;« *^y 



^^- ^^ ^hk (Ak cos %;fc^ - ^At" sin w^^O sin -^ sm -^ 



Ä=i *=i 

00 00 



= ^ ^ ^Ä* A* cos {n^j,t + ^^ J sm -^ sm-^ . 



Die Lösung (13) ist wirklich die allgemeinste Lösung, denn 
sie laßt sich jedem beliebigen Anfangszustand anpassen, bei dem 

Ausbiegung w und Geschwindigkeit -07 = ^ der Membranteilchen 

beliebig gegebene Werte haben. Setzt man nämlich in (13) und 
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(14) # = 0, so erhält man rechts Reihen, deren Glieder Produkte 
von zwei Sinusfiinktionen sind, die nach ganzzahligen Vielfachen 
des Argumentes Iß bzw. y fortschreiten, nämlich 



(15) 



00 00 



^'o^'''^ = ^ ^ A* siii -^ sin -^ 



( 



00 00 






Ä = l k = i 

Es ist m'q(*^^ geschrieben, um anzudeuten, daß diese Größe nicht 
mehr von t abhängt, indem t dabei den konstanten Wert hat. 
Die Koeffizienten Ä,^j^' und ^^t" sind bestimmt durch 

a b 



(16) 






a & 






Für ein konstant gehaltenes t/, d. h. für einen unendlich schma- 
len Streifen der Membran parallel der a- Kante werden beide 
Reihen (15) Fouriersche Sinusreihen, die in dem Intervall x = 
bis x=^a die links stehenden Größen als Funktionen von x dar- 
stellen. Man erkennt dies, wenn man Gl. (15) bezüglich der x 
nicht als Summenformel sondern aufgelöst als Reihe hinschreibt: 



(15 a) 



00 



w^^" 






.* ^"^S 



00 



+ sin 



^ICX 



t2\ 



// . kity 



*=1 

00 



. ^nx ^T ff . hny 



+ «'»^ -irZj A* 



sm 



+ 



* = i 

00 



, . hnx ^ . f, . k%y , 



t = i 
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und die analoge Reihe für ( — ^ — j . Diese Reihe hat die Form 

(17) WQ^'yf = aj^ sin — + a2 sm-^H h «a sm-^H 

wobei die Koeffizienten a^^", die Summen ^ in (15 a), von i/ ab- 
hängen, also bei konstant gehaltenem y selbst konstant sind. 

Sie sind durch Wq^^^^ eindeutig als Funktionen von y bestimmt, 
denn sie haben die Werte (vgl. Bd. I, Nr. lO) 

(18) a," = l Cw^^-y) sin ^-^dx = \ Cw^^^y^ sin ^ dx. 

-a 

Die Funktion w^^y^ ist nur auf der Fläche der Membran d. h. 
also als Funktion von x nur im Intervall von a? = bis x = -\- a 
gegeben, sie muß aber als ungerade Funktion über aj = bis a; — — a 
fortgesetzt gedacht werden, damit sie durch eine Fourier reihe 
dargestellt werden kann, die nur Sinusglieder enthält, wie es zur 
Erfüllung der Grenzbedingungen durch das Integral der Bewegungs- 
gleichung nötig ist. Daher kommt in (1 8) als untere Grenze — a 

hinein. Da aber w^^y^ sin als Produkt zweier ungerader Funk- 
tionen eine gerade Funktion ist, so kann man die paarweise 
gleichen Glieder, die zu gleichen Absolutwerten x gehören, zusam- 
menfassen und bekommt dann die zweite Form von (18) mit 
als unterer Grenze und dem Faktor 2. 

Die Reihe auf der rechten Seite von (17) ist also zweifellos 
eine richtige Darstellung der Funktionen w^'^y^ auf der ganzen 
Fläche der Membran, d. h. für alle Werte x zwischen und a, 
alle Werte y zwischen und &, wenn w^^y^ in diesem Gebiet will- 
kürlich gegeben ist. Aus physikalischen Gründen muß übrigens 
w^^y^ eine stetige Funktion sein. 

Die nur von y abhängigen Koeffizienten a^" (und a^') können 
nun im Intervall bis h durch eine einfache nach Vielfachen des 

Argumentes -^ fortschreitende Fourier sehe Sinusreihe dargestellt 

werden, da die Größen a^' an den Grenzen 3/ = und y = & offen- 
bar Null sind — weil w^'^y^ daselbst Null ist — und daher über 
y == hinaus bis y = — h als ungerade Funktion fortgesetzt ge- 
dacht werden können. Dabei ergibt sich dann für diese Koef- 
fizienten die Darstellung 
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(19) a^ =^Aj,^^ sm-^ + ^Ä,2Sin-^ + --- + A,ifcSin--?+..., 
wobei die Koeffizienten Aj^'j^ dieser neuen Reihe die Werte haben 

(20) ^,;'=J-J<'sin*pd» = ?J'a;'sm*p?d», 

y=—b y=0 

was durch Einsetzen des Wertes von a/' aus (18) sofort die Aus- 
drücke von Gl. (16) ergibt, auch den für Äj^^\ da die Reihenent- 
wicklung für die willkürlich gegebene Anfangsgeschwindigkeit 

( — ^-7 — j ganz analog zu behandeln ist. Derartige Reihen mit Pro- 
dukten von zwei Funktionen, deren jede nur von einer Yariabeln 
abhängt, erhält man zur Darstellung eines willkürlichen Anfangs- 
zustandes auch bei andrer Form der Randkurve, z. B. bei Ereis- 
form (vgl. Nr. 59 ff.) ; doch treten dabei statt der Ereisfunktionen 
Sinus bzw. Kosinus andre Funktionen (Be ssoische usw.) auf. 

Bei räumlichen Problemen (z. B. Schwingungen von einge- 
schlossenen Gasmassen usw.) ergeben sich Reihen mit Produkten 
aus drei Faktoren. 

Die zyklische oder Kreisfrequenz einer Partialschwingung ist 
durch fij^j^ mittels Gl. (12) bestimmt; die Frequenz in der Zeit- 
einheit (1 Sekunde) ist also 

(21) ^..=li*=IVf^- (-M-.::) 

Durch Einsetzen aller möglichen Eombinationen von ganz- 
zahligen Werten h und Je erhält man alle überhaupt möglichen 
Frequenzen und die zugehörigen Schwingungstypen der Membran. 

Sind a und b inkommensurabel, so gibt Vertauschung der Werte 
von h und k (z. B. einmal Ä = 2, A; = 3, das andremal Ä = 3, Ä; =* 2) 
immer verschiedene Frequenzen., d. h. zu jeder Frequenz gehört 
nur ein einziges Wertepaar Ä, k und ein einziger Schwingungs- 
typ der Membran. Stehen aber a und b in rationalen Verhält- 
nissen zueinander, so kommen Fälle vor, bei denen eine Vertau- 
schung von h und k die gleiche Frequenz liefert, während der 
Typus der Schwingungsform ein andrer wird. Von Belang ist dies 
aber nur, wenn das rationale Verhältnis a:b durch kleine ganze 
Zahlen ausgedrückt wird. Besonderes Interesse bietet die qua- 
dratische Membran dar, wo a:& = l:l ist. 
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58. Quadratisolie Membran. Frequenzen und Sohwin- 
gungsflguren der Fartialsoliwingungen. Wir teilen die Schwin- 
gungen in Reihen ein, indem wir in jeder Beihe h konstant setzen 
und Ic alle möglichen ganzzahligen Werte von 1 bis oo beilegen. 
Dabei brauchen die Schwingungen mit gleichen Werten der Ord- 
nungszahlen h und h^ aber in anderer Anordnung (z. B. /r «s 2, 
Ä; = 3 und /i = 3 , Ä; = 2), nur einmal behandelt zu werden, weil 
sie dieselbe Frequenz haben und die eine Schwingungsfigur ein- 
fach durch Drehung der Membran um 90® aus der anderen her- 
Yorgeht. Wir fassen diese Fälle deshalb gleich zusammen. Durch 
Übereinanderlagerung dieser beiden isochronen, aber in der Form 
verschiedenen Typen erhält man eine imendliche Menge neuer be- 
stimmter Schwingungstypen, die je nach dem Amplitudenyerhältnis 
und der Phasendifferenz der Komponenten verschieden ausfallen. 

Für alle Schwingungen ist die Frequenz in der Sekunde 



(22) N,,^l.yj^ + u\ 

1. Reihe: A » 1; A; « 1, 2, 3 . . . 

I) Grundschwingung ä = ä;=1. 

Die Partikularlösungen (9) in Nr. 57 geben die Schwingungsform 
der Membran (Lage der Knotenlinien, Größe der Ausweichimg usw.), 
wie es sein muß, übereinstimmend, wenn man den Zeitfaktor durch 
geeignete Wahl der Zeit t gleich groß macht, z. B. gleich Eins, 

indem t = - — bzw. ^==0 gesetzt wird. Die Lage der Knoten- 

'** 
linien (Schwingungsfigur) ist natürlich von dem jeweiligen Werte 

des Zeitfaktors ganz unabhängig, sie wird allein durch die Nor- 
malfunktion Wf^j^'^"^ bestimmt, die hier für a = 6 übergeht in die 
Form 

(23) ^hk^ = ^^ sm — - • 

Für Ä = Ä; = 1 ergibt dies die Normalfunktion 

(24) .^,,(-J')==sin — sin?^, 

d. h. w wird nur an den Bändern a; = a, y = a dauernd Null, im 
Innern sind keine Knotenlinien oder Punkte vorhanden. Die maxi- 
male Ausbiegung liegt im Mittelpunkt des Quadrates. Die Aus- 
biegung hat an allen Punkten dasselbe Vorzeichen. Die Fre- 
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quenz ist 

Oberschwingungen. 

na)Ä=l,Ä=2 und IIb) Ä = 2, Ä==l. 

(26) Frequenz JV^jj «JV^i =^J^- 1,581 JV^. 
Die Normalfunktionen sind 

(27) Ha) V*'-8inv^^' "^^ 

Hb) V^'=sin^^sii» — • 



a a 



Typus IIa) hat außer den Bandlinien die randparallele Mittellinie 

y = — , Typus IIb) die Mittellinie a? = — als Knotenlinie. In Fi- 

gur 38 sind dies die Fälle J? = (IIa) und B^±(x> (Hb). ' 
Durch Übereinanderlagerung beider Schwingungstypen entsteht 
der allgemeine Typus II), nämlich 

(28) w=»^i2Sin(n^ + '9'i3)sin -sin — - 

+ ulgi sin {nt-[- ^^^) sm sin -^ 

oder umgeformt 

(28 a) m; =« 2 sin - - sin — -4^2 sin (w< +• &^^ cos — 

+ ^21 sin {nt+ -Ö-ji) cos ^] • 

Also ist hier w; = 0, wenn einer der drei von x und y abhängigen 
Faktoren in (28 a) Null wird. Die beiden ersten geben nur die 
Bandlinien als Enotenlinien. Der letzte Faktor in der eckigen 
Klammer ist im allgemeinen noch von t abhängig. Die durch ihn 
bestimmte Knotenlinie liegt daher nicht fest, sondern wandert im 
allgemeinen hin und her. Nur in besonderen Fällen ergibt sich 
eine feste Lage. Das sind erstens die beiden Fälle ^21 '^ ^ ^^^ 
-4^2 = 0, welche nichts anderes als die soeben behandelten Typen 
IIa) und IIb) sind, und zweitens die Fälle, in denen sich noch 
der Zeitfaktor aus dem Klammerausdruck abspalten läßt. Das ge- 
schieht, wenn '9*21 = ^ig oder '9*21 ~ "^i j + ^ ^st, d. h. wenn beide 

Kalähne: Akustik IL 11 



152 6. Kap. Eigenschwingungen von Membranen 



Komponenten gleiche oder entgegengesetzte Phase haben. Im Fall 
gleicher Phasen ist die Gleichung der Knotenlinien 

(29) ^18 cos ^ + ^21 cos *^ = , 
bei entgegengesetzten Phasen ist sie 

(30) ^12 cos — — ^21 cos — = . 



Diese beiden transzendenten Gleichungen lassen sich in die eine 
zusammenfassen 

(31) cosf + 5cosf = 0, (.=j-) 

wobei B alle Werte zwischen — oo und + oo annehmen kann; 
positive Werte B entsprechen gleichen Phasen" [Gleichung (29)], 
negative Werte entgegengesetzten Phasen [Gleichung (30)] der 
Komponenten. Nur diejenigen Wurzeln x und y der Gleichung (31) 
kommen hier in Betracht, welche zwischen und + a liegen. Für 

J? = — 1 d. h. -4j2.+ ^2i"=ö ^^d J? = + l d.h. ^j2-"-^2i'=ö 
ergeben sich daher als Knotenlinien die Diagonalen des Quadrates 
y=^x und y = a — x. Für B = und J? = oo erhält man wieder 

die Bandparallelen y = -^ und x = — . Bei anderen Werten er- 
hält man Kurven, die sich zwischen diese extremen Fälle einordnen 
und die sämtlich durch den Mittelpunkt des Quadrates 

hindurchgehen, da nach (31) für x = — immer auch y = -^ 

sein muß. Die Figuren 38 zeigen die Lage der Knotenlinien in 
den angegebenen Fällen. 

. In dem allgemeinen Falle beliebiger Phasendifferenz nehmen 
die Knotenlinien offenbar nacheinander verschiedene der hier skiz- 
zierten Formen und gewisse zwischen ihnen gelegene Übergangs- 
formen an, da alsdann der Wert von J5, der gleich — ^'^ • / ^T q."\ 

^jj sin yjfit -|- v^j) 

zu setzen ist, mit der Zeit variiert. 

IIIa)Ä = l, A; = 3 und IIIb)Ä=3, Ä;=l 

(32) Frequenz 1^,^ = N,, = ^^^ = 2,236 N,, . 
Normalfunktionen 

(33) «(.,,(-*) = sin — sin "^"^ und V*) = sin^-^sin''-^- 
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Sntgegengesetste Phasen 



J5 = -oo 



5 = -2 



B = -l 



B=-i 



5=0 





A..^-2A 



tt 



it 




B = i 



B-l 







B=oo 



-^Sl-i-^lS -^l--^12 -^81-2-^11 




Gleiche Phasen. 

J^ig. 38. Yenchiedone Gestalten der Knotenlioie bei der ersten Oberschwingung einer 

quadratischen Membran. 

Die Enotenlinien dieser beiden Typen sind die Bandparallelen 

y = -- und y = -^ bei Illa), ä;==-ö" ^^^ ^^T" ^®^ ülb). In 

Figur 39 sind dies die Fälle 5 = (Hla) und 5 = + c» (III b). 
Der allgemeine aus beiden zusammengesetzte Typ ist 



(34) 



w = jljjSin (nt + -»"jj) sin — sin — - 
+ ^31 sm (n ^ + ^3i) si^ -^ - sin -^^ 



oder umgeformt 

(34a) w = sin— sin''^ \Ä^^ sin (n^ + -Ö-u) ^4 cos* ^^ — Ij 

+ ^3, sin {nt + O3,) (4 cos« ^^ ~ l)] • 

Aus dem Klammerausdruck läßt sich auch wieder ein Zeit- 
faktor sin (nt-\- /d-jj) abspalten, wenn die Phasen der Komponenten 
gleich ('9'ji = 'd'ij) oder entgegengesetzt (d-^^ = d'^^ + n) sind. Der 
letzte Fall bedeutet wieder, daß A^^ entgegengesetztes Vorzeichen 
erhält wie bei gleichen Phasen und wird mit umfaßt, wenn man 
den Quotienten B ■■= Ä^^ : Ä^^ alle möglichen Werte von — 00 bis 
+ 00 durchlaufen läßt. Bei gleichen (bezw. entgegengesetzten) 

11* 
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Phasen der beiden Komponenten ergeben sich so die festen Knoten- 
linien, welche durch die Gleichung bestimmt sind 

(35) A,, (4 cos» ^ - 1) + Ä,, (4 cos» ^ - 1) = 

oder 

(35a) 4cos2^-l-f^(4cos«^-l)=0 (^=^) • 

Für B = und ^ == d: 00, d. h. wenn entweder Ä^^ = oder 
^^3 = ist, erhält man die Einzelschwingungen mit den Band- 
parallelen y = V ^^^ ~T~ ^®2^- ^^ä" ^"^^ "3" [^all III a) und inb) j 

als Knotenlinien. Für J? = — 1, d. h. wenn A^^ = — A^^ ist (ent- 
gegengesetzte Phasen), geht (35) über in 



nx 



(36) cos^— ^ = cos^ — , d.h. cos— ^ = ± cos — 

mit der Lösung y = aj und y = a — x, 

Knotenlinien sind hier also die Diagonalen des Quadrats. Für 
J5 = + 1 (gleiche Phasen) schließlich erhält man als Knotenlinie 
die kreisähnliche Kurve mit der Gleichung 

(37) cos«^ + cos»^ = ~ 

Für alle anderen Werte von B erhält man kompliziertere 
transzendente Kurven, deren Formen zwischen denen der ge- 
nannten Systeme liegen (Fig. 39). 

Sind die Phasen der beiden Komponenten nicht gleich oder 
entgegengesetzt (allgemeiner ausgedrückt nicht genau um ein Viel- 
faches von 7C verschieden), so ergeben sich auch wieder hin- und 
herwandemde Knotenlinien, deren Gestalt in jedem Augenblick 
mit einer der eben behandelten festen Knotenlinien übereinstimmt. 
Wie diese aber auch gestaltet sein mögen, sie müssen unbedingt 
durch die Schnittpunkte der randparallelen Knotenlinien der beiden 
Einzelschwingungen III a) und Illb) hindurchgehen. Das folgt 

sofort aus Gl. (35), indem daselbst für a; = -r- oder x = -^ auch 

y einen dieser Werte haben muß, falls nicht gerade A^^ oder 
-^81 ~ ^ ^s*' Dieser Satz gilt entsprechend für alle anderen Schwin- 
gungen mit beliebigen Wertepaaren h und h. Die betreffenden 
Punkte sind die „Pole" der Schwingungsfigur. 
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Entgegengesetste Phasen. 



JS 


_^ «M. 


00 




• 


■ 


- A 


',,= " 





J5=-2 



JB = -1 



B^-\ 



B=0 




^u'^At 





"^iT ?^/, 



B^ 



B^^l 



B=2 



^^0 



B^co 






-^l-i-^lJ -^8l--^lJ ^81-2-4^1, 



^,1=00 



Gleiche Phasen. 

Fig. 89. Yersohiedene Gestalten der Knotenlinien bei der i weiten Oberschwingong 

einer quadratischen Membran. 

IVa)Ä=-l, Ä-4 und IVb) Ä«4, Ä;=l. 



(38) 



Frequenz N^^ = N^ = ^|^ = 2,93 N^^ . 



Die Einzelkomponenten haben die randparallelen Knotenlinien 

a a 3a,.TTr\j ^ <* 3a,. 

y = -, y = -, y = -^ bei IVa) und a; = -, aj^^-, ic=— bei 

IV b). Durch Übereinanderlagerung ergeben sich wieder kompli- 
ziertere Kurven. Die Beihe ist leicht fortzusetzen. 

2. Reihe /ib2; k^ly2,Z... 

Von dieser ist das erste Glied (ä == 2, Ä = l) schon unter IIb) 
der ersten Beihe behandelt. Neu ist dagegen der Fall 

ir) Ä«2, Ä;=2 

als Analogon der Grundschwingung /i= 1, Ä; = 1. 



(39) 



Frequenz N* 



32 



2cl/2 

-— '— - = 9 TV 
2a -^^n 



Wie bei der Grundschwingung ist hier nur e i n Schwingungs- 
typ vorhanden mit der Normalfunktion 



(40) 



Woo^"^^ = sm sm 



22 



a 



a 
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ir 



Knotenlinien sind die randparallelen Mittellinien 
y =- I und a? «= |- (Fig. 40). Der nächste Fall gibt 

lira) Ä = 2, Ä==3 und ni'l)) Ä = 3, Ä;=2, 



Fig. 40. (41) Frequenz N^^ =^ N^^ "^ 
N ormalfunktionen 

/.io\ (XV) • 2^^ • 3*3/ Ji <xv) ' ^^^ • ^^tf 

(42) W2ü^^^ = 8m sm — - und w^2^''^' = sin sin — -, 

^^'^ mit den randparallelen Knotenlinien 

(Fig. 41) 

2a , a 



lU'a 






y=t. y= i-tinda;=^beiin'a), 



(43) 



Fig. 41. 



a; =-, iP = ^- lind y =- bei Iirb). 



3 



3 



Die Übereinanderlagerung gibt hier eine noch größere Mannig- 
faltigkeit der Formen und, wenn die Phasen nicht gleich oder ent- 
gegengesetzt sind, auch wieder wandernde Knotenlinien. 

Es ist leicht zu übersehen, wie diese und die folgenden Beihen 
weiter zu behandeln sind. Jedesmal wenn h und k einander gleich 
sind, ergibt sich nur einziger Schwingungstyp, sonst stets zwei mit 
gleicher Frequenz, die sich übereinanderlagem können. 

Tabelle 18. 

Relative Schwingangszahlen aller Töne der quadratischen Membran 

in den drei ersten Oktaven. 



1,00 


2,00 


3,00 


4,00 


5,00 


6,00 


7,00 


1,58 


2,24 


3,16 


4,12 


5,10 


6,04 


7,07 




2,55 


3,53 


4,31 


5,14 


6,08 


7,21 




2,92 


3,61 


4,47 


5,39 


6,33 


7,28 






3,81 


4,53 


5,52 


6,40 


7,38 








4,74 


5,70 
5,83 


6,52 
6,67 
6,71 
6,97 


7,52 
7,62 
7,65 
7,91 



r 



( 
k 
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Die Frequenzen der Einzeltypen (h » k) bilden die harmonische 
Partialtonreihe 

^4) ?}^.i^J^2.!^... = 1.2.3... 

alle anderen sind unharmonisch zum Grandton. In Tabelle 13 sind 
die Frequenzen relativ zum Grundton N^^ verzeichnet. 

59. Kreisförmige Membran und verwandte Formen. 
Herleitung und Integration der Differentialgleioliung. 

Statt der rechtwinkligen Eartesischen Koordinaten o;, y führen 
wir ebene Polarkoordinaten r, q) mittels der bekannten Bezie- 
hungen ein 

x = rcosg>. y = r sin q>. 

Die Bewegungsgleichung (2 a) Nr. 56 läßt sich nach bekannten 
mathematischen Transformationsformeln umformen und in den 
neuen Koordinaten ausdrücken^) als 

Ohne Hilfe dieser Transformationsformeln kann man die Glei- 
chung wieder direkt aufstellen, indem man die auf ein Flächen- 
element der Membran wirkenden Kräfte bestimmt. Das von zwei 
konzentrischen Kreisen r und r-\-dr^ sowie den bei- 
den Badien^ und g>-\-dq> ausgeschnittene Flächenele- 
ment AB CD hat die Kanten (vgl. Fig. 42) AB = dr, 
CD ^dr, AG=^ rdq)y BC^(r-\- dr)dg> und bis auf 
verschwindend kleine Größen höherer Ordnung den 
Inhalt df=^rdq)dr. Die infolge der Membranspan- ^^s-^^- 
nung p auf die Kanten in der Membranebene wirkenden Kräfte 
sind 

—pdr^ -i-pdr, —-prdg), -i-piS -^ dr)dq)] 

ihre Komponenten in der ;ef-Bichtung ergeben sich daraus durch 
Multiplikation mit dem betreffenden Bichtungskosinus der Mem- 
bran gegen die ^er- Achse in folgender der Fig. 42 entsprechenden 
Beihenfolge: 




1) Vgl. z. B. H. Weber, Partielle Differentialgleichungen, Bd. I 
§ 43 und 44. 
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untere Kante tir —P^^i^i — k) 

Obere Kante e^r +j,dr[/^^-^^^^^ 

innere Kante rc? 9 — prdg>l-^] 

^p{r + dr)d(p{j^^+p(r + dr)dipj^dr. 

Der Index qp, q> + dg> usw. bedeutet, daß die betreffende Größe 
für diesen Wert der Koordinate zu bilden ist; für das Längen- 
element rdg) ist d(r(p) geschrieben, was zulässig ist, weil r hier- 
bei konstant bleiben muß. Durch Summierung erhält man wieder 
die gesamte auf das Element df^^rdtpdr wirkende ;e;-Komponente, 
d. h. die rücktreibende Kraft 

mit Vernachlässigung unendlich kleiner Glieder höherer Ordnung. 
Setzt man andrerseits diese Kraft gleich dem Produkt aus Masse 

qdf und Beschleunigung -^ des Membranelementes, so erhÄlt 

man sofort die Gleichung (45). 

Integriert wird diese Gleichung auch wieder durch Zerspal- 
tung der Variablen w in das Produkt 

(47) w^w^*)w^'''P\ 

wo vP"^ nur von ^, w^''^) nur von r und q) abhängt; t^W ist natür- 
lich wieder die einfach periodische Zeitfunktion 

(sin nt 
bzw. w;W«sin(wf-i-'9-). 
cosw^ ^ ^ 

Für die Normalfunktion w^^^^ ergibt sich die Gleichung 
(49) ^-^-^ + --_^ + -,-^-^ + x«^(^.)=0, 

(60) x = — (w =« zyklische Schwingungsfrequenz). 
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Diese Gleichung läßt sich weiter zerspalten in zwei gewöhnliche 
lineare Differentialgleichungen durch den Ansatz 

(51) w;(''9)=m;('-)m;(9). 
Man erhält 

(52) -^^ p^w^9\ 

(53) ^»^,- + r^ + (^V-j>^)«;W = 0, 

WO p eine neue noch unbestimmte Eonstante ist. Gleichung (52) 
liefert die Lösung 

( sin p q> 

(54) w^v^ = oder auch w^^^==sin(p(p + g>o)? 

[cospq) 

sie bedeutet eine, wie es ja auch sein muß, periodische Verteilung 
der Schwingungsbewegung längs jedes Kreises um den Mittelpunkt 
der Membran. Gleichung (53) läßt sich schreiben 

(Ö3a) -^ + __^ + (^>_|,)^(r)«0, 

und wird durch die Substitution 

(55) Kr=^Q 

umgeformt in die Differentialgleichung der Bess eischen undNeu- 
m an n sehen Zjlinderfunktionen p^^ Ordnung 

(53b) -_. + -^_ + ^l«_j^(r)„o. 

Partikularlösungen sind die Bess eischen und Neu mann sehen 
Zylinderfunktionen j?*®' Ordnung^) 

(56) w<r) = J^{Q)^J^(xr) und «;W- ^^^(9)- JVp(*r), 

auch B es sei sehe Funktionen 1. und 2. Art genannt. Auch 
irgendwelche linearen Verbindungen von J und jV_ können als 
Partikularintegrale genommen werden. Die Bessefschen Funk- 
tionen «7p (^) sind durch Potenzreihen mit steigenden Potenzen 
definiert, die Neumann sehen Funktionen N Jq) ebenfalls durch 
— etwas kompliziertere — Potenzreihen, die auch negative Po- 

1) Nach der Bezeichnungsweise in Jahnke-Emde, Fnnktionen- 
tafebi usw. (Leipzig 1909) M. P. S. Nr. 6, S. 93. 



160 6- Kftp- Eigenschwingungen von Membranen 



tenzen enthalten^). Für ganzzahlige Werte des Parameters 
(Ordnungszahl) p sind die Reihen') 

(ö7) Jp{9) = \^) \j\-x\ (p+ 1)! + '2T(p + 2)! 

(58) N^{q) =- 1 J^{q) log nat ^ - ^ J^{q) [log nat 2 ~ C] 

-8- 



9C 



2P 



(i>-i)ir^+^^^^^^^ 






(p-l)! 

Hierbei ist (7 = 0,57 722 die Eulersche (oder Mascheronische) 
Konstante, (j? + v)! = 1. 2. 3 . . . (i? + v) und 

y p 



ij^V2X+2(i) + X"))+-2l^^2i* 



Bei der Formel (58) ist zu beachten, daß 01 = 1, die Fakultät 
einer negativen Zahl aber Null ist. 

Jp(^q) und N Jq) sind oszillierende Funktionen, die um den 
Wert Null herumschwanken und mit wachsendem q sich immer 
mehr der Null nähern. Für q = werden die Neumann sehen 
Funktionen N Jq) negativ unendlich, die Bess eischen Funktionen 
Jjq) dagegen bleiben endlich, und zwar wird lim«7Q(^)= 1, alle 

anderen, J^ (^), J^ [q) usw. werden für ^ =» selbst Null. Der Ver- 
lauf für die ersten Ordnungen j9 = 0, 1, 2 ist in den Figg. 43 und 
44 dargestellt. Tafeln der Zahlenwerte sind in den Funktionen- 
tafeln von Jahnke-Emde enthalten. 



1) Die Neumann sehe Zylinderfonktion kommt nur bei ganz- 
zahligem Faiameter p in Betracht. Sonst wird sie darch die Beseel- 
sehe Fxmktion J__Aq) mit negativem Parameter ersetzt. 

2) Jahnke-Emde, Funktionent'afeln usw., S. 93. Bei nicht ganz- 
zahligem Parameter p tritt statt der Fakultäten (z. B. (p + v)!) die 
Gaußsche il-Funktion Il(p^v) auf. (Jahnke-Emde, S. 26.) 



iß 



is 



-^ 



-t^. 
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Fig. 43. Besselsohe Zylindei funktionell der Ordnung Null und Eins. 

Das allgemeine Integral yon (53 b) ist 

(59) Z,(9) - GJ^{q) + C7,JV,(9), 

wobei C^ und C7g willkürliche, durch die Grenzbedingungen des 
Problems zu bestimmende Konstanten sind und Z J^q) allgemein 
die Zjlinderfunktion bezeichnet. Für eine kreisringförmige Mem- 
bran muß diese allgemeine Lösung benutzt werden, für eine Voll- 
kreismembran reduziert sich Z (^) auf die Besselsche Funktion 
J'^((>), indem Cj^O zu setzen ist, weil die Verrückung der Mem- 
branteilchen auch im Mittelpunkt ^ =» endlich bleiben muß. Der 
akustisch wichtigere Fall ist die Vollkreismembran. 

In der allgemeinsten Form ist mit Benutzung yon Gleichung 
(47), (48), (51), (54) und (56) bzw. (59) die Verrückung 

(60) w = ÄZj^{7ir) sin (pq) + (p^) sin {nt + -O"), 

wobei statt p wieder ar geschrieben ist. Diese Lösung stellt eine 
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Fig. 44. Neumann Bche Zylinderfiinktionen der Ordnung Null lind Eins. 

große Menge diskreter Werte w dar, die sich durch die Werte der 
Parameter j9 und x unterscheiden. Diese Parameter können gewisse 
durch die Grenzbedingungen (Bandbedingungen) des Problems fest- 
gelegte Werte annehmen. Bei einem Vollkreis und einem Bing, bei 
denen nur die kreisförmige Begrenzung, nicht auch noch ein oder 
mehrere Badien fest eingespannt sind, kann j? die Werte 0, 1, 2 . . . 
haben ; wird auch noch ein Badius festgehalten, so tritt daför die 
Beihe |-, 1, y, 2, |- . . . ein; bei zwei festgehaltenen Badien, d. h. 
bei einem Kreissektor oder Kreisringsektor ergibt sich eine Beihe, 
deren Zahlwerte von dem Sektorwinkel abhängen. Durch den Pa- 
rameter p und die Badien a und h der begrenzenden Kreise bzw. 
beim Vollkreis durch den Badius a des begrenzenden Kreises ist x, 
und damit nach (50) und (45) die Schwingungsfrequenz n bestinunt. 
Die Konstante tp^ bestimmt die Lage des Badius, von dem 
aus der Winkel (p gezählt wird; wenn nur die einzelnen Partial- 
Schwingungen betrachtet werden und nicht eine durch Überein- 
anderlagerung mehrerer yon ihnen entstehende Bewegung, so ist 
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der Wert von <Pq ebenso wie derjenige der Phasenkonstante -ö* gleich- 
gültig und kann etwa '^v oder «»=0 gewählt werden. Nur für 

2> »» muß g)Q von Null verschieden, sonst aber beliebig angenom- 
men werden. Die Konstanten von (60) müssen so bestimmt werden, 
daß die Grenzbedingung „i«; =» an allen festgehaltenen Band- 
linien" erfüllt wird. 

60* VoUkreismenibran. Soliwingiingsflguren und Fre- 
quenzen der Eigensoliwingungen. Die Zylinderfunktion Z (xr) 
reduziert sich auf die Besselsche Funktion /(jtr), also wird 

(61) w = ÄJp{Kr) sin (pg) + <Pq) sin (nt + &)- 

1. jp BsO. Die Bewegung ist symmetrisch um den Mittelpunkt 

(62) w = ÄjQ(xr) sin (nt + &)*, 

alle Punkte der Membran sind stets in gleicher Phase, da sing)^ 
auf der ganzen Membran konstant ist; es ist hier mit der Ampli- 
tudenkonstante Ä zusammengefaßt worden. Die Grenzbedingung 
erfordert, daß für r = a w; = sein soll. Also muß 

(63) Jo(^«) = ö 

sein. Die Wurzeln der transzendenten Gleichung Jq (^) = sind ^) 

(64) (»0^1)- 2,4048; (>o^2)= 5,5201; (»o^^)« 8,6537; 

(>oW=» 11,7915 usw. 

Die Differenz dieser Zahlen nähert sich mit wachsender Ordnungs- 
zahl der Wurzeln dem Werte tc. 

Die zulässigen Werte von x sind hier also 

(65) <)=?^; V3)=^^]^, «,(»)= ?^ usw. 

und die Frequenzen der Schwingungen in der Zeiteinheit (l Se- 
kunde) j^r= — werden nach Gleichung (50) 

(66) J\r(i)=-?- . NW=:-i- . jV(3)=_L usw. 

Jedem der Werte x und der zugehörigen Frequenz N entspricht 
ein bestimmtes System von konzentrischen Kreisen als Knoten- 



1) Vgl. Jahnke-Emde, Funktionentafeln S. 122. 
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linien, die mit der kreis- 
förmigen Begrenzungslinie 
der Membran konzentrisch 
sind. Die erste Wurzel er- 
T3. ..< TT » *x 4 TT * ,1 • A j 4 • ffitt keiuc (innere) Knoten- 

Fig. 45. Kreisförmige Knotenlinien der drei nie- o , , V , / , 

dersten Schwingungen einer Kreismembran oline linie, die zweite glht eine, 
KnotendurchmeBser. n* n 'j.±. • ir x i- • 

die dritte zwei Knotenlinien 
außer der Randlinie usw. Die Figg. 45 zeigen den Schwingungs- 
tjp. Geht man vom Mittelpunkt nach außen, so wird jedesmal, 
wenn das Produkt xr gleich einem der Werte q von (64) wird, 
die Verrückung dauernd = 0, d. h. man erhält eine Knotenlinie. 
Deren Radius ist gegeben durch 



(67) 



9o 



io) 






9o 



i<f) 



%, 



(«) 



Po 



(«) 



a. 



wo s und 6 zwei beliebige (ganze) Ordnungszahlen sind und zwar 
<y^5. Es gehören immer diejenigen Knotenlinien zu einem Sy- 
stem, die man aus (67) erhält, indem man s konstant setzt und 6 
nacheinander die Werte 1, 2 ... ^ annehmen läßt. Jedes dieser 
Systeme enthält s — 1 (innere) Knotenlinien und dazu noch die 
feste Randlinie als äußere Knotenlinie. Die Werte der Knoten- 
radien und zugehörenden Frequenzen^) sind folgende 

Tabelle 14. Zahl der inneren Knotenkreise =s— 1. 



s-l = 


s^ 1 -1 


s- 1 = 2 


s-l = 3 


r'ä- 


ri?== 436 a 


ri?" 0,637 a 
»•i?- 0,278 a 


Vqq^ a 
»•i? = 0,735 a 
4^= 0,468 a 
rä^= 0,204 a 


-ZV^'>=0,38244 

Ol 


<^= 0,878^ 
2,298 


iV|?>= 1,376^ 
3,600 


<^= 1,874^ 
4,900 



1) Diese Tabellen 14 bis 17 enthalten die Werte der Radien für 
die Knotenkreise in Brachteilen des Membranradius a. Ferner in der 
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2. p = l. 

(68) w^ AJ^(xr) sing) sin (nt-{-9') ig>Q=^0 angenommen). 

Die Schwingung hat als Knotenlinien einen Durchmesser (^^^O 
und q>='7t) und außerdem 0, 1, 2 oder mehr Kreise je nach dem 
Wert von x. Die Wurzeln der Gleichung 

(69) /,(xr) = /,(^) = 



(70) 



Qi 



(0), 



Qi 



(S) 



= 0; 9i(*)= 3,8317; ^/*)= 7,0156; 
= 10,1735; ^/*)= 13,3237; . . . 



geben durch Division mit a die Werte x wie in Gleichung (65) 
und weiter die Frequenzen 

^ ^ ^ 27ca ' ' *2na ' ^ 27ta ' 

Die 0** Wurzel Qi'^^= kommt hier und in den folgenden Fällen 
nicht in Betracht. Sie würde einer unendlich langsamen Schwin- 
gung entsprechen. Die Radien der Knoten kreise sind entsprechend 
der Gleichung (67) zu berechnen, indem darin der Index 1 an 
Stelle des Index gesetzt wird. 

Tabelle 15. Zahl der inneren Knotenkreise =5—1. 



s-1-0 


,-1 = 1 


s-l = 2 


8— 1=3 




<>= « 


MO " 


-ä>= « 




♦•<ii'= 0,546« 


rf^= 0,690 a 


♦•i*>= 0,763« 1 


« 




rf2^= 0,377« 


»•it'= 0,527« 








fis*- 0,288« 


■?^i''=o,eo94 


JVi»'= 1.115^ 


iV<^^-L618'^ 


<'= 2,120-^ 


2,919 


4,230 


5,540 



vorletzten Zeile die sekundlichen Schwingungszahlen N^ wobei c die 
durch Spannung p und Flächendichte q' der Membran bestimmte Größe 

c = 1/ 4 ist (vgl. Nr. 56). In der letzten Zeile sind die relativen 

Schwingungszahlen, bezogen auf die absolut tiefste Schwingung der 

MembraiT Nq^ ^ (Schwingung ohne Knotendurchmesser und innere 
Knotenkreise) angegeben. 
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3. jp-2. 

(72) w^^AJ^ (xr) sin 2 9 sin (n f + -ö") (^g =* ^ angenommen) ; 
Knotenlinien sind die zwei aufeinander senkrechten Durchmesser 

^«O und TT, ^"^"ö" '^^ "ö"? 

sowie außerdem 0, 1, 2 oder mehr Kreise, je nach dem Wert 
von X. Die Wurzeln der Gleichung 

(73) /^(xr) = /,(^) = 

(74) ^,(«)«0; ^,(^)= 5,135; (»,W= 8,417; ^,(»)= 11,620; 

^jW= 14,796; ... 

ergeben durch Division mit a die x und weiter die sekundlichen 
Frequenzen 

/r,r\ TLTiw ß,135c T,, ,9x 8,417c ,^/Qx 11,620c 
(76) J!Vj(^)=4- ; i\rj,(*)=-^ — ; NS^)^-^ ; usw. 

Die Badien der Knotenkreise sind 

Tabelle 16. 
Zahl der inneren Knotenkreise » 5 — 1. 



s-l = 


5-1 = 1 


5-1=2 


5-1 = 3 


,W- a 


^20= ** 


4?- « 


»^20 " 




4?= 0,610« 


4i = 0,724« 


4?= 0,785« 






rS^= 0,442« 


ri§= 0,568« 








^3 = 0,347« 


-»4''= 0,817^ 


JV</)~ 1,339^ 


-2^2*^= 1,848-^ 


J^2*^- 2,370-^ 


^,= 2,135 


3,500 


4,830 


6,150 



4.^ = 3. 

(76) «? — .4 J3 (xr) sin 3 9 sin (n ^ -|- »Ö-) (9^ = angenommen). 

Knotenlinien sind drei Durchmesser, die sich unter je 60 ® schneiden 
und 0, 1, 2 oder mehr knotenkreise. Die Wurzeln von 
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(77) j,(Kr) = J,((.) = 

(78) ?8W=0; 9,0=6,379; (.^W» 9,760; p,(»)= 13,017; 

9j(*'== 16,224; . . . 
ergeben die sekundlichen Frequenzen 

r79^ JV^a)=?i?^. N(')^^-^~'' JV^(8)«i?i?^. usw 

Die Eadien der Enoteokreise sind 

Tabelle 17. 
Zahl der inneren Knotenkreise » 5 — l. 



«-1 = 


5-1 = 1 


5-1-2 


5-1 = 3 


-ä^= « 


'^80— " 


'^80— " 


4^ 




4?= 0.654« 


rS^= 0,749« 


rS^= 0,804 « 






rf^ - 0,490 « 


r!jt^= 0.6015 « 
rä^- 0,394 « 


JV?>- 1,014'^ 


iVf=L550^ 


^^^^=2,070^ 


JVf^= 2,580 ^ 


^^,-2,655 


4,060 


5.415 


6,750 



In dieser Weise kann beliebig fortgefahren werden. Die Fre- 
quenz steigt mit wachsender Anzahl der Knotendurchmesser p, und 
gleichzeitig werden die Radien der Knotenkreise gleicher Ordnung 
mit wachsendem 2? größer. Das ist physikalisch einleuchtend; denn 
die einzelnen Felder, in die die Membran sich dabei teilt, werden 
um den Mittelpunkt herum mit wachsender Zahl p der Knoten- 
durchmesser immer spitzere Sektoren und leisten gegen gleich- 
zeitige Verbiegung m tangentialer und radialer Bichtung ver- 
hältnismäßig größeren Widerstand, je schmaler sie sind. Dadurch 
wird der innerste Knotenkreis und mit ihm die übrigen nach außen 
gedrängt. Durch Überein anderlagerung verschiedener Schwingungs- 
typen, deren Frequenzen hier alle verschieden sind, kann man be- 
liebig komplizierte neue Schwingungsfiguren bilden. Eine Anzahl 



Kaläline: Akustik II. 
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einfacher Schwingungsfiguren, und zwar die den tiefsten Tönen 
entsprechenden, zeigt die Fig. 46. Die darunter stehenden Zahlen 
sind die relativen Schwingungszahlen, hezogen auf den ahsolut 
tiefsten Ton der Memhran (Schwingung ohne inneren Knotenkreis 
und Knoten dnrchmesser). Die eingeklammerten Zahlen sind die 
Badien der Knotenkreise. 

Fig. 46. 






1,59 



2,14 



2,30 
(0,436) 




2,92 
(0,546) 






3,50 3,60 

(0,610) (0,218 1 0,638) 



3ß5 



4,06 
(0,645) 



4,15 



Die relativen Schwingungszahlen für alle überhaupt möglichen 
Töne innerhalb der drei ersten Oktaven sind in der Tabelle 18 
mitgeteilt. (Entnommen aus Auerbach: Akustik, im Handbuch 
der Physik.) 

Tabelle 18. Relative Schwingungszahlen 
aller Töne der Kreismembran in den drei ersten Oktaven. 



100 


2,14 


3,16 


4,06 


5,13 


6,10 


7^ 


1,59 


2,30 


3,50 


4,15 


5,14 


6,15 


7,08 




2.65 


3,60 


4.23 


5,42 


6,18 


7,21 




2.92 


3,65 


4,60 


5,54 


6,21 


7,33 








4,64 


5,61 


6,53 


7,47 








4,83 


5,66 


6,59 


7,52 








4,91 


598 


6,69 
6,75 
6,85 


7,56 
7,63 
7,72 
7,90 



Außer der Vollkreismembran lassen sich mittels der Lösung 
(60) noch andere verwandte Formen von Membranen behandeln, 
insbesondere die Membran in Gestalt eines Kreissektors und eines 
Kreisringes. Aus Eaummangel muß hier auf die Wiedergabe der 
Resultate verzichtet werden. 
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7. Kapitel. 

Eigenscliwiiigaiigeii von Platten. 

61. Differentialgleiohung und Grenzbedingungen. Eine- 
ÜBOhe und potentielle Energie. Die Bewegnngsgleichung der 
Plattenschwingniigen vollständig abzuleiten, verbietet der begrenzte 
Baum des vorliegenden Buches. Die Herleitung läßt sich nur an- 
deuten. Sie ist im Prinzip die gleiche wie bei der Membran, nur 
kommen hier außer der infolge der Längsspannung wirkenden 
rücktreibenden Kraft auch noch deren Drehmoment und weiter 
auch die Schubspannungen (Querkräfte) und deren Drehmomente 
hinzu, wodurch die Gleichung viel komplizierter wird. Man kann 
wieder entweder die Kräfte und Drehmomente - einzeln mittels der 
Deformation ausdrücken, sie in die Lagrangeschen bzw. New- 
tonschen Bewegungsgleichungen einsetzen, und dann wie bei den 
Querschwingungen der Stäbe durch passende Elimination beide 
Gleichungen zu einer einzigen füi* die Verrückung tv zusammen- 
fassen, die hier normal zur Plattenoberfläche stattfindet; oder man 
kann die kinetische und die potentielle Energie als Funktionen 
der Deformation ausdrücken und wieder nach irgendeinem all- 
gemeinen mechanischen Prinzip (z. B. Prinzip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten u. dgl.) die Bewegungsgleichung aufstellen. Dies 
ist der meist (vgl. z. B. Lord Rayleigh) begangene Weg. 

Es sei U die kinetische, V die potentielle Energie bei irgend- 
einer Verrückung w der Plattenteilchen, die mit der Geschwindig- 

keit -KT erfolgt. Es möge femer außer den durch die Verrückung 

geweckten elastischen Kräften auf jedes Massenteilchen dm eine 
äußere oder eingeprägte Kraft Zdm in der Richtung der Platten- 
normale wirken, die wir zur j^-Bichtung nehmen. Bei einer Ände- 
rung der Verrückung w um 8w leistet diese Kraft eine gewisse 
Arbeit 8A^. Diese Arbeit muß nach dem Energieprinzip gleich 
der Zunahme der gesamten Energie der schwingenden Platte 
dF-f- dZJ sein, also 

(1) dF+dr/— d^,-0. 

Es sei q die Dichte, 22) die Dicke der Platte, df ein Flächenele- 
ment der Plattenoberfläche, E der Youngsche Elastizitätsmodul, 
^ die Poissonsche Elastizitätszahl. Es ist (die Integration über 
die ganze Plattenfläche erstreckt) 

12* 
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(2) dÄ^^jhöwZBQdf. 
Die kinetische Energie ist 

(3) V.\Jj\B,(^-;fäf, 6ü-ff2I>,'i^6.äf. 

Die potentielle Energie, in kartesischen Koordinaten rr, y aas> 
gedrückt, ist, wenn die Platte nur unter dem Einfluß ihrer eigenen 
Elastizität steht und nicht noch eine zusätzliche Zug- oder Druck- 
spannung vorhanden ist. 



(^) ^^JJ 3Tr=-^ UäP) + M + ^^ dx^ fy-^ 
oder, mit Benutzung der Bezeichnung^) ^ i + o 8=A«r, 

Wenn E^ D, ft über die ganze Platte konstant sind, wird daher 

+ (1 - ^) ^-j (cos sin ö (g-^-, - g-,) +. (cos*ö - sm»ö) ^^J 

V "S*»^ '^^ [''^'^ + (!-/») (cos*ö 3 Ji + sin« d g^ 
+ 2sinöcosö/;y]). 

Hier ist dl ein Linienelement der ßegrenzungskurve der Mittel- 
fläche der (ebenen) Platte, v die nach außen gerichtete Normale 



1) Lord Rayleigh und die meisten anderen englischen Autoren 
schreiben Vt«; statt Aw und V^to statt AAw. Die Rechenoperation 
A ist der von Lama eingeführte sogenannte ,,zweite Differential- 
parameter" von «;; ihre zweimalige Anwendung gibt den vierten 
Differentialparameter 

^rc* ox^dy* dy* 
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dieser Begrenzungskurve, 6 der Winkel zwischen v und der x- 
Richtung. 

Die Werte (5-4,, d Z7, dV in (l) eingesetzt, führen, da 6w im 
Innern der Fläche willkürlich gewählt werden kann, mit der ein- 
zigen Einschränkung, daß es eine stetige Funktion von x und y 
sein muß, zu der Differentialgleichung und den Grenz(Rand-)be- 
dingungen: 

ITT)* 

AA«;-Z=0, 



(7) 






(8) 



f*«' L~ä^ + (1 - **) ä« 1*=°' ^ '^° ^ (äi^ - ä^') 



?• 



+ 2sinöcosö/j-)]-0, 



dxdyj 



d^w 



7i 7i "^ ^ ^^ etwaigen Ecken ^). 

Je nach der Befestigungsart der Platte sind die zu erfüllenden 
Grenzbedingungen verschieden. 

62. Die drei möglichen Arten der Bandbedingungen. 

1. Bei eingespanntem Rand ist dw; und -^ — gleich Null, die 

Bedingungen (8) sind identisch erfüllt. 

2. Bei freiem Rand sind diese beiden Größen willkürlich, also 
müssen die eckigen Klammem verschwinden, was zwei ziemlich 
komplizierte Nebenbedingungen bedeutet. 

3. Bei angestemmtem (drehbar gelagerten) Rand ist d^; == 0, 

-^ — willkürlich, also muß die eckige Klammer der zweiten von 

den beiden Gleichungen (8) verschwinden. 

Diese drei Fälle können bei einer und derselben Platte gleich- 
zeitig an verschiedenen Teilen des Randes verwirklicht sein. 

Der wichtigste, aber am schwierigsten zu lösende Fall ist der 



1) H. Lamb, Proceedings of the London Mathematical Society 
21, S. 70, 1891. 
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Fall 2 des überall freien Randes. Er ist von G. Kirchhoff*) för 
die kreisförmige, in neuester Zeit nach einem neuen Näherungs- 
yerfahren von W. Ritz*) ftlr die quadratische bzw. rechteckige 
Platte gelöst worden und zwar fELr die Eigenschwingungen der 
Platte, deren Gleichung 



(9) g^ + „*AA.-0 (.-,^^) 

aus (7) hervorgeht, wenn man die eingeprägte Kraft Z=0 setzt. 

63. Allgemeiner Ansatz der Integration. Die Lösung der 
Gleichung (9) läßt sich in den Fällen, wo sie bisher gelungen ist, 
als Produkt mehrerer Faktoren darstellen, von denen jeder nur 
von einer der unabhängigen Variablen (Zeit und Koordinaten der 
Plattenpunkte) abhängt. Die Zeitfunktion ist bei Annahme einer 
einfach pendeiförmigen Partialschwingung wieder sin nt oder 
cos nt bzw. allgemeiner sin (nt -{- -O*). Nach Abspaltung dieses 
Faktors bleibt fär den Rest w* von w^ der nur noch von den zwei 
Raumkoordinaten abhängt, die Gleichung 



(10) 



AAw* — j3*«c*=-0. 



i'-'i) 



Je nach den speziell benutzten Koordinaten nehmen die Glei- 
chungen (9), (10) und die Grenzbedingungen (8) verschiedene 
Formen an. In rechtwinkligen kartesi sehen Koordinaten lauten 
die Gleichungen (9), (10) und (8) 



(9 a) 
(10 a) 



dt 






.+ 



d*w 



dy^ dy 



')- 










d*w* 



dx^dy^^ dy'' ^ 







1) G. Kirchhoff, Ges. Abhandl. S 276. — Poggend. Ann. d. Phys. 

2) W Ritz, Annalen der Physik (4) 28, S. 737, 1909. 

3) G. Kirchhoff, loc. cit. Die Bezeichnung der Konstanten ist dort 
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(8 a) 



dw 



r d /d*w , d*w\ ^ , d (c^w , d-w\ . ^ 



d /c*w 
dyV 

+ (1 - f ) |j (cos e sin Ö - g^) 
+ (cos'ö-sin^ö)^)] = 






M? 



d^w 



= an Ecken der Begrenzungslinie. 



dxdy 
Die Kreisfrequenz der Schwingung ist 



(11) 



n 



-'^'^'=^'^Vi^^> 



wobei zu jeder Partialschwingung ein besonderer Wert von ß gehört. 
Die Gleichung (10) wird allgemein befriedigt von allen Funk- 
tionen ip und G), welche den einfacheren Gleichungen genügen 

(10b) At = ^V, Ao)--j3*o). 

Von der Richtigkeit dieser Behauptung überzeugt man sich leicht 
durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichung (10). Gleichungen 
der Form (lOb) sind bei den Membranen bereits aufgetreten. Es 
handelt sich nur darum, solche Lösungen dieser Gleichungen zu 
finden, die auch den Bandbedingungen genügen. Für Platten mit 
vollkommen freiem Bande ist diese Aufgabe nur für den Fall 
der kreisförmigen Begrenzung von Kirchhoff*) streng gelöst, für 

u. Chem. 81, 1850. S. 268. — Grelles Journal 40, 1850, S. 51. 

eine andere als hier Zur Yergleichung diene folgende Zusammenstellung; 



Yoting scher 
Ela8t.-Modal 


Poisson- 

8ohe 

£Ia8t.-Zalil 


Kirchhoff sehe 
Elast. - Konstanten 








^ 1 + 2Ö 


e 


K 


e 

l-2ft 


1+2Ö 




161* 


^ — ^^nfi 


1 + 2Ö 


^ 1+0 


E 


f^ 


E 


1 


ß* 


ßB 


2(1 + ^) 


l-li 


2 



VI 



174 7. Kap. EigenschwingUDgen von Platten 

quadratische bzw. rechteckige Begrenzung sind solche Funktionen 
nicht in expliziter endlicher Form durch die bekannten und ge- 
bräuchlichen Funktionen darstellbar. Näherungsweise lassen sie 
sich aber durch Kreisfunktionen und Hyperbelfunktionen und Pro- 
dukte aus diesen darstellen, wie Ritz gezeigt hat. 

64. Ereisförmige Platte mit freiem Bande. Eigen- 
sohwingungen. Für die kreisförmige Platte (Dicke 22), Ea- 
dius jß) benutzt man ebene Polarkoordinaten r, 9. In diesen aus- 
gedrückt ist 

(12) At.«^+-^^i--,^. 

Derselbe Ausdruck gilt auch für die nach Abspaltung des Zeit- 
faktors übrigbleibende Normal- oder Eigenfunktion w* oder w^''^\ 
Da w^^^^ in bezug auf den Winkel q> offenbar periodisch sein 
muß mit der Periode 27r, weil sich nach einem ganzen Kreisum- 
lauf alles genau wiederholen muß, so kann man weiter zerspalten, 

(13) M^^**^) = m;^') w^'P^ und ic;(v) = sin {ptp -\- tp^) 
setzen. Dann wird 

(u) A.(^.)=.<.)[^$^+^^:^-f;«^<')], 

und die von w^''^^ zu erfüllenden Gleichungen (10 b) gehen nach 
Weglassung des Faktors w^^^ auf beiden Seiten über in die beiden 
Gleichungen 

(15a) __+__^_^^(r)_^2^(r)_0, 

und 

(15b) -ö-y- H ö ^ w'^^ + ß^w^'^^ = 0. 

\ / ^^» ' r er r' ^ 

Die zweite von ihnen, mit dem Gliede -f ß^w^''\ ist dieselbe wie 
die Gl. (53 a) in Nr. 50, die die Schwingungen einer kreisförmigen 
Membran bestimmt und deren Lösungen die B esse Ische und Neu- 
mannsche Zylinderfunktion JJßr) und N^^ßr) sind. Die erste 
Gleichung (15 a) wird durch meselben Funktionen, aber mit ima- 
ginärem Argument ißr, also J (ißr) und N (ißr) gelöst; denn 
wenn man iß anstelle von ß setzt, ändert sich an den Gleichungen 

(15) nur das Vorzeichen des letzten Gliedes der linken Seite. 
Das allgemeine Integral w;^'*) ist also 

(16) wi-) = A [J^ißr) + IJ^iißr) + l'N^ißr) + l"N,(ißr)l 
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' — ' ■ _ * , " f ■ ■■■■■■■■ ■ - ■■■■ ^■- ^, ^ ^ ^ 

Für eine Vollkreisplatte kommt die Nenmannsche Zylinder- 
funktion, die für r = unendlich wird, als partikuläres Integral 
nicht in Betracht, d. h. k' und V in (16) sind gleich Null zu 
setzen. (Bei einer Kreisringplatte müßte sie mit berücksichtigt 
werden, was die Diskussion erschwert). Das allgemeine Integral w 
der Gl. (9) Nr. 62 wird daher unter Berücksichtigung der ab- 
gespaltenen Faktoren 

(17) w^Ä sin (nt + d) sin (pcp + 9,) [J^(ßr) + IJ^iißr)]. 

Durch geeignete Bestimmung der Werte X und ß lassen sich 
mit dieser Funktion w auch die beiden Grenzbedingungen erfüllen, 
woraus folgt, daß Gl. (l 7) wirklich die gesuchte allgemeine Lösung 
ist. Die (ganze) Zahl p ist die Anzahl der Knotendurchmesser, 
deren Lage durch die Gleichung sin (j?9> + g>Q) «= bestimmt wird. 
Die Gleichung der (konzentrischen) Knotenkreise i|jb Jpißr) 
+ >L«7"^(ij3r) = 0; ihre Wurzeln r sind die Badien der Kreise. 

Zur Erfüllung der Grenz-(Rand-)bedingungen müssen die Kon- 
stanten X und ß — letztere durch Gl. (ll) in Nr. 63 mit der 
Schwingungszahl n zusammenhängend — gewisse durch die Di- 
mensionen der Platte bestimmte Werte annehmen. 

Die Grenzbedingungen für freien Band der Vollkreisplatte er- 
hält man aus Gl. (8) bezw. (8a) durch Einftihrung der Zylinder- 
koordinaten r, tp statt x^ y und Nullsetzen der beiden eckigen 
Klammem. Es ist 

. Ä; = rcos9>, dx = Go^(pdr — rmifpdcp^ 

^ = rsin9), dy = B>mcpdr -{-raostpdfp. 

Also umgekehrt 

, . r = yx^ -j- 1/^, dr='CO^(pdx-\-^m(pdy\ 

/. y\ - sm qp , , cos qp _ 
tp = arc [tg == -), dg> = ^ dx + —~ dy. 

Da andererseits nach den allgemeinen Begeln der Dififerentiation 

dr= K-dx-\- ^ dy. dw = ^ ax + ^ dy 
dx ^2/ ^ dx dy ^ 



cos qp 



ist, so ergibt sich 










(20) g^ cos,,, ^^ 


= sin 9 ; 


dx 


sin qp 
r ' 


^qp 

Sy 
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Mit Hilfe dieser Formeln sind die Differentialausdrücke der 
61. (8) leicht umzuformen und man erhält als Bandbedingungen 

Hier ist nach Ausführung der Differentiationen r = jR zu setzen. 
Durch Einsetzen der durch Integration erhaltenen Funktion w aus 
61. (17) und Abspaltung der überflüssigen Faktoren ergibt sich 
daraus - 



(21) 



(22) 



\_dr\ dr^ r dr r^ J r* \ dr r /jr-R 

wobei 

(23) wC-) = J^{ßr) + kJ^{ißr) 

ist. Führt man nun für w^*'^ seinen Wei't(23) wirklich ein, so erhält 
man nach einigen Umformungen mit Benutzung der für J Jßr) 
und Jp(ißr) gültigen Differentialformeln (15a) und (lob) die 
beiden 61eichungen zur Berechnung von k und ß 

^ ß'B'Jp\ßE) + (1 - ii)p'[ßRJp'(ßB) - Jp(ßB)] 

(24) ' 



— iß^B''Jp\ißB) + {l—ii)p^[ißBJp\ißB)—Jp {ißB)] ' 



^__ {l--t^)[-ßBJp'(ßB)+p'Jp{ßB)]--ß^B'JpißB) 



(1 — ii)[— ißBJp\ißB) +p*Jp{ißB)i -f ß*B*Jp(ißB) 

Hier bedeutet J"' die Ableitung der Funktion / nach ihrem 
Argument, also ßr bezw. ij3r; die erst nach erfolgter Differentia- 
tion vorzunehmende Ersetzung des variablen r durch das kon- 
stante R ist in den obigen 61eichungen der einfacheren Schreibart 
wegen schon ausgeführt. Der Nenner der beiden Brüche rechts geht 
aus dem betreffenden Zähler hervor, indem man ß durch iß ersetzt. 

Durch Elimination von k ergibt sich eine 61eichung zur Bestim- 
mung der zulässigen Werte von /3, die eine unendliche Beihe dis- 
kreter Werte bilden. Diese komplizierte transzendente 61eichung 
— einfach zu erhalten durch 61eichsetzen der beiden Ausdrücke für 
X in 61.(24) — ist vonKirchhoff^) aufgelöst worden in der Form 

1) G. Kirchhoff, Ges. Abhandl. S. 274. Leipzig (J. A. Barth) 
1882. Grelles Journal 40, S. 84, 1850. 
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(25) ig(ßR^p^) 



B C 2> , 



wobei 



%ßB ' (8/?i^)« (8/?ig)' 
A\ ^ \ ^ \ 



(26) 



,^ = (i-^)-S 

^«^(l_4i?2)_8, 

C7 = ^(l-V)(9 — 4i)^) + 48(l + V), 

D = _ ^ [(1 _ 4i7»)(9 ^ 4i,«)(l3 - 4i>2)] 

+ 8(9 + 136i?* + 80iJ*). 



Bei kleinem j3jR, d, h. für die Wurzeln niederer Ordnung muß 
man in den Beihen der rechten Seite von (25) mehrere Glieder 
benutzen; bei großem j3i?, d. h. für die höheren Wurzeln, wenn 
nicht zugleich p groß ist, gilt näherungsweise 

(27) tg(j3iJ— i?|Wo, also j3iJ=-|(i? + 2Ä), (ä= ganze Zahl). 

Für 2^ = 0, d. h. für eine um den Plattenmittelpunkt sym- 
metrische Schwingung wird die zu lösende Gleichung am einfachsten. 
Für diesen Fall wird (25) und (26), wenn man noch ft = j an- 
nimmt, 

^ = 15 B f; 0=60; D-20 

(28) tg ^Ä = ^^/ ;^^'"^' xm^B^-^'" . 



3 6/?J2"^128jJ»JK»'' 

Die rechts stehende Funktion in (28) hat für alle Werte ßB^ 
die größer sind als 1, einen sehr kleinen Wert, der sich mit wach- 
sendem ßB immer mehr der Null nähert. ^) Daher ist schon die zweite 
Wurzel der 61. (28) von it nur wenig verschieden, die höheren 
Wurzeln sind fast genau ganzzahlige Vielfache von it. Ähnliches 
gilt für die anderen Fälle, wo ^^ = 1, 2 . . . ist, wo also 1,2... 
Knotendurchmesser vorhanden sind. 



1) Für /?J2= 1^, bezw. 1, bezw. 2 sind diese Werte — 85, bezw. 
-f-^ bezw. — y^g; die folgenden Werte bleiben negativ und nähern 
sion mimer mehr der Null. 
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Die Zahl h ist die Anzahl der Knotenkreise. Für die höheren 
Partialschwingungen — mit ziemlicher Genauigkeit (etwa 2^) 
schon von der zweiten Qi =» 2) an — gilt daher das einfache durch 
Gl. (27) dargestellte Gesetz der Schwingungszahlen, welches 
Chladni experimentell gefunden hat. Mit Bücksicht auf die Be- 
ziehung zwischen ß und der zyklischen Schwingungsfrequenz n in 
Gl. (11) und (9) Nr. 62 und 63 gilt nftmlich für die höheren 
Fartialtöne 

raq^ « (p + 2ft)'»'i) -,/ E /Ä = (1),2,3...N 

(29) «,.» iB* ^39(1-;.«)' 1^ = 0,1,2... )' 

Ganz allgemein (auch für die tieferen Paitialtöne) ist 



(.9.) » = ^V-«?1/,;^^- 

Das bedeutet: die Frequenzen der (höheren) Partialtöne stehen 
angenähert im Verhältnis der Quadrate der aufeinanderfolgenden 
geraden oder ungeraden ganzen Zahlen, je nachdem die Anzahl^ 
der Knotendurchmesser gerade oder ungerade ist; also für 

I? = 0, ... ist (wj) : Wj : «3 . . . = (2^) : 4^ : 6* . . . 
p = 2 (n^ : Wj : Wj . . . = (4^) : 6* : 8* . . . 

jp =- 1 (wj) : w, : Wj . . . =^ (3*) : 5^ : 7^ . . . 

1? = 3 {n^ : Wg : Wj, . . . == (5*) : 7* : 9* . . . 



Aus (29) folgt weiter, daß die Frequenz der Plattendicke 22) 
proportional, dem Quadrat des Plattendurchmessers 2 II umgekehrt 
proportional ist. 

Die tiefsten Töne bei gegebener Anzahl p von Knotendurch- 
messern erhält man aus den kleinsten Wurzeln der Gleichung (25), 
die besonders berechnet werden müssen. 

Kirchhoff gibt hierfür folgende relativen Werte der Schwin- 
gungszahlen, bezogen auf die Schwingungszahl der Grundschwin- 
gung (2? = 2, Ä = 0) d. h. der Schwingung mit zwei Knotendurch- 
messem aber ohne Knotenkreise als Einheit 
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Tabelle 19. 



Zahldei 

Knoten- 

kreise 

h 


Zahl der Knotendurchmesser 


Folsson- 

Bohe 
Elastizi- 
tfttBzaU 


p = 


p^l 


p = 2 

. 


p==3 


1>«4 


p = 6 




1 

2 
3 


1,6131 

6.9559 

15.9031 


3.7032 
10.8383 


1.0000 

6.4033 

15.3052 


2.3124 

9.6445 

20.3249 


4.0485 
13.3937 


6,1982 
17,6304 


"-i 




1 
2 


1.7284 
7.3344 


3.9072 
11.4003 


1.0000 
6.7111 


2.3274 
10.0762 


— 





l'-i 



65. Beohteokige Platte mit freiem Bande. Zurüokfüh- 
rung auf ein Minimalproblem. Bei der rechteckigen und der 
quadratischen Platte mit freiem Rand gelingt es nicht, die Nor- 
malfunktionen w streng durch eine der bekannten Funktionen in 
geschlossener Form auszudrücken. Man kann sie aber nach Ritz^) 
mit beliebiger Annäherung durch eine konvergente Reihenentwick- 
lung darstellen, die aus Polynomen, und zwar einfachen Produkten 
geeigneter Grundfunktionen gebildet wird. Passende Grundfunk- 
tionen sind die Normalfunktionen der Schwingungen gerader Stäbe 
mit freien Enden, die in Nr. 52 behandelt und mit Vj^(x) bezeich- 
net worden sind. 

Da diese Lösung keine strenge^ sondern eine Näherung ist, die 
mit wachsender Zahl der Glieder der Reihe immer besser wird, so 
ist klar, daß die Differentialgleichung der Bewegung und die Grenz- 
bedingungen nur annähernd erfüllt werden, wenn man die Reihe 
irgendwo abbricht und nur einige Glieder von ihr benutzt. Es ist 
also Aufgabe der Rechnung, die Funktionen Vj^(x) so auszuwählen 
und eine Näherungslösung tr,,^ aus ihnen so zu bilden, daß der ver- 
bleibende Fehler möglichst gering wird. Statt aber die Fehlerreste, 



1) W. Ritz, Annalen der Physik (4) 28. (1909) S. 737. Dasselbe 
Verfahren ist im Anschluß an Ritz von E. Reinstein (Ann. d. Phys. 
(4) 35. (1911) S. 109) auf elliptische Membranen angewandt worden. 
Übrigens ist die Grundlage desselben — das Minimumproblem — 
schon von Lord Rayleigh u. a. in ähnlichen, aber einfacheren Fällen 
benutzt worden. 
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welche beim Einsetzen der (abgebrochenen) Reihe in die Differen- 
tialgleichungen der Bewegung übrig bleiben, möglichst klein zu 
machen, kann man auch anders verfahren. Zweckmäßiger ist es 
nämlich, nicht diese Abweichung zu einem Minimum zu machen, 
sondern die Abweichung, welche der mittels Wr^^ berechnete Wert 
der potentiellen Energie F/,x gegen den richtigen Wert V besitzt. 

Nun ist bei der wirklicn stattfindenden Bewegimg, die durch 
den genauen Wert w dargestellt wird, die potentielle Energie 
kleiner als bei allen andern Bewegungen w\ die ebenfalls mit den 
Bedingungen des Problems vereinbar sein würden. Diese Eigen- 
schaft, welche die wirklich stattfindende Bewegung vor den übri- 
gen möglichen (virtuellen) Bewegungen auszeichnet, dient ja übri- 
gens nach den Prinzipien der Mechanik gerade dazu, die wahre 
Bewegung aus der Schar der virtuellen herauszufinden. Die Mini- 
mumforderung für V ist nichts anderes als die besondere Form, 
auf welche sich das Hamilton sehe Prinzip der kleinsten Wirkung 
in diesem speziellen Fall reduziert. 

Ist aber der genaue Wert von V ein Minimum, so muß auch 
der mit w,^>. berechnete Wert F/,^ ein Minimum sein, damit die Ab- 
weichung zwischen beiden selbst ein Minimum wird. Damit ist 
die Aufgabe auf ein Minimumproblem zurückgeführt, das sich nach 
den Regeln der Variationsrechnung lösen läßt. 

Es handelt sich dabei um ein Minimumproblem mit Neben- 
bedingungen. Sämtliche überhaupt zulässige Normalfunktionen w 
müssen nämlich, wie aus der Theorie der Differentialgleichungen 
hervorgeht, die „Orthogonalitätsbedingungen^^ erfüllen. D. h., wenn 
die wirklich stattfindenden Bewegungen mit Wq^ w^^ w^ , . . be- 
zeichnet werden, so gelten die Orthogonalitätsgleichungen der 
Norm alfunktionen 



(30) 



/ / ^0^^^ ^y ~ konst; / / w^dx dy = konst, . . . 

J I WQW^dxdy — O'^ j j w^w^dxdy = 0^ . . . 

oder allgemein ausgedrückt 

(30a) J I wjdxdy = konst; I lw^w^dxdy = (m'>n). 

Die Integrationen sind über die Fläche der Platte — genauer 
über ihre Mittelfläche, d. h. die in der Mitte zwischen den beiden 
Oberflächen zu konstruierende Fläche — zu erstrecken. Die Funk- 
tionen Wq^ Wj . . . entsprechen den Partialschwingungen. 
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Aus der Differentialgleicliung (10 a) nebst den Randbedingungen 
(8 a) läßt sich durch rein mathematische Umformung die genannte 
Minimumforderung für F mit den Nebenbedingungen (30) ableiten, 
und umgekehrt kann man aus dieser Minimumforderung und den 
Bedingungen (30) jene Differentialgleichung mit Grenzbedingungen 
durch Variation herleiten. Der Mangel an Raum verbietet hier 
die Ausführung, das Verfahren soll nur skizziert werden. 

Gefordert wird, daß die potentielle Energie F, welche in Gl. (4) 
Nr. 61 als Funktion von x und y angegeben ist, ein Minimum 

wird, während gleichzeitig j j tü^dxdy = K ist, wo A eine ge- 
gebene Konstante bezeichnet. Nach den Regeln der Variations- 
rechnung wird dies Integral, mit einer zunächst unbekannten Eon- 
stante — X multipliziert, zu V hinzugefügt und die so erhaltene 
Funktion Y — AA variiert, indem w durch w -{■ dw ersetzt wird, 
wobei 8w eine stetige und differentiierbare, sonst aber willkür- 
liche Funktion von x und y darstellt. In der Gegend eines Mini- 
mums (oder Maximums) muß die totale Variation von F — AA, 
die man auf diese Weise bildet, gleich Null sein. 

Entwickelt man die einzelnen Funktionen unter den Integral- 
zeichen nach dem Taylor sehen Satze in Reihen, die nach Po- 
tenzen von öw bzw. -i^ — und -k — fortschreiten, und wählt dw ^o 

dx oy 

klein, daß die höheren Glieder vernachlässigt werden können, so 
reduziert sich die totale Variation auf die Variation 1. Ordnung, 
d. h. auf die Glieder, welche du\ und Differentialquotienten von 
dw nach x und y in der 1. Potenz als Faktor enthalten. Durch 
partielle Integration kann man schließlich den ganzen Ausdruck, 
der Null werden muß, in die Form bringen: (Gl. (31) s. nach- 
stehende Seite) 

Der Ausdruck besteht aus einem Oberflächenintegral, mehreren 
Rand-(Linien-)integralen, die für die Plattenkanten gelten, und 
einem Gliede ohne Integralzeichen, das für die Ecken gilt. Der 
Eoordinatenursprung liegt im Plattenmittelpunkt, die Achsen sind 
den Kanten parallel. Länge und Breite der Platte sind a und h. 
Durch Nullsetzen der einzelnen Integranden und des vom Integral- 
zeichen freien Gliedes erhält man die Differentialgleichung der 
Normalfunktionen (lOa) und die Randbedingungen (8 a) von Nr. 63, 
letztere in etwas andrer Form als früher. Die neue Form geht 
aus der früheren übrigens hervor, wenn man für cos d und sin d 
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(31) 






-fi-[ 



d^w 






dy^ dx^dy 



" = -» 









dy' 



a 



+ 2 



, rddwrd'w , d*w-\. 



y=-i 



a 
+ 2 



a b 






a 



a o 



die Werte einsetzt, welche jeweils an einer Plattenkante gelten. 
Die Bandhedingungen zerfallen hier naturgemäß in mehrere ein- 
zelne Teile, die für die einzelnen geraden Stücke der Begrenzungs- 
kurve gelten. 

Genau wie früher ergibt sich, daß die Konstante X eine un- 
endliche Beihe von diskreten Werten annehmen kann, welche durch 
die Dimensionen und die Materialkonstanten (das Poissonsche 
Verhältnis fi) der Platte festgelegt sind, und daß nur fiir diese 
Werte das Gleichungssystem überhaupt Lösungen besitzt. Jedem 
Werte X entspricht eine Normalfanktion m^^*, d. h. eine Partial- 
schwingung. Die Größe l ist identisch mit ß^ von Gl. (lO) in 
Nr. 63, die (Kreis-)Frequenz der Schwingungen wird also 



(31') 



n 



=^y~^Vs^: 



) 



Es ist 2 D = Plattendicke, q = Dichte, E = Elastizitätsmodul, 
ft = Poissonsches Verhältnis der Querkontraktion zur Längs- 
dilatation. 
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66. Das BitzBOhe Näheningsverfahren mit Beihenent- 
Wickelung der Normalfunktionen. Das Bit z sehe Verfahren 
besteht in folgendem. Jede Normalfunktion w?* wird ersetzt durch 
eine Beihenentwicklung 

(32) «;(,j* = ai ti + «s ts H h «.^.» 

wobei die ganze Zahl s die Anzahl der benutzten Glieder der Beihe 
und damit den Grad der Annäherung angibt. Für i/^d i/^2) * *- '4^« 
werden solche Funktionen der Koordinaten Xy y gewählt, daß die 
Beihe konvergiert und daher jede beliebige stetige und differen- 
tiierbare Funktion w* mit immer größerer Genauigkeit auszu- 
drücken gestattet, je größer s gewählt wird. Solche Funktionen 
sind Polynome der Koordinaten a?, y, ferner die Sinus- und Kosinus- 
funktion, was Fourierreihen ergeben würde, und schließlich auch 
Normalfunktionen andrer schwingender Gebilde, z. B. von elasti- 
schen Stäben (Stabfunktionen) usw. Die zuletzt genannte Form 
wird hier als geeignetste benutzt. Aus Sjmmetrieeigenschaften 
und anderen Gründen läßt sich schließen, welche speziellen Funk- 
tionen aus einer solchen unendlich großen Schar von Normalfunk- 
tionen für den Ansatz (32) in Betracht kommen, und es bleibt 
dann nur noch die Aufgabe, die Koeffizienten a^, a^, ,. so zu be- 
stimmen, daß die potentielle Energie ein Minimum wird. Das 
kommt aber auf die Lösung des vorhergenannten Minimumproblems 

mit der Nebenbedingung / lw*^dxdy = konst = A hinaus, da 

die Normalfonktionen diese Bedingung (und die zweite Ortho- 

gonalitätsbedingung 1 1 wj*'w^*dxdy = für m'^n) erfüllen 

müssen. Die Bestimmung der s Koeffizienten a^^. . ^a^ erfordert hier- 
bei die Lösung einer algebraischen Gleichung s*®** Grades für l, 
aus der sich die s kleinsten Werte der unendlichen Zahl von Wer- 
ten dieser, die Schwingungszahl bestimmenden, Größe ergeben. 

Durch Einsetzen des Wertes WrJ' aus (32) in den Ausdruck 
(4) in Nr. 61 für die potentielle Energie V wird V zu einer Funk- 
tion der a^ . . . a^ Läßt man den hier belanglosen Faktor vor dem 
Integralzeichen in V weg, so muß nunmehr das übrig bleibende In- 
tegral J, (s. Gl. (33) auf nachstehender Seite) ein Minimum wer- 
den, während zugleich das Integral^) ü^ (s. Gleichung (34)) kon- 
stant sein soll. 

1) Die Größe U bedeutet hier nicht wie früher die kinetische 
Energie; jedoch hängt sie offenbar mit ihr eng zusammen. 

Kal&hnü: Akustik II. 13 
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k.=//(v0)*+v(|J-)'+ 



(33) 



4. «-«. ^''f'' ^**» 4- «-»^ ^''''' 4- 

+ ] 

+H.-rt[v(g^r+v(Sj)+- 

"■ - ff "m" '"'!'- fß »■'*■' + «i'V + • ■ • 

+ 2 a^a^'tpi'tp^ ~^ ^^i(^i'^i% H ]dxdy = konst 

Wird C/,, mit dem unbestimmten Faktor — A, multipliziert, zu 
J^ addiert und nun die Rechnungsregel der Variationsrechnung 
auf diese Summe J, — A, CT,, die ebenfalls ein Minimum werden 
muß, angewandt, indem man statt a^, a^ . , . a^ -\- d a^, a^ "^ ^ ^2^ " • 
setzt, so erhält man zur Bestimmung der a^^ a^ " 'Cig und X^ die $ 
Gleichungen 

Diese Gleichungen sind linear in den Unbekannten a^,..a/y 
denn die Funktionen J, und Z7, sind quadratisch in diesen Größen. 
Sie sind außerdem homogen, da Glieder ohne einen Faktor a nicht 
vorkommen. Nun können aber s homogene lineare Gleichungen 
mit 5 Unbekannten nur erfüllt werden, wenn die Determinante 
ihrer Koeffizienten Null ist, sonst sind die Gleichungen überhaupt 
nicht miteinander verträglich. Führt man die Differentiationen in 



(34) 
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(35) aus und ordnet die Ausdrücke nach den a, so kann man das 
Gleiohungssjstem (35) schreiben 

(36) 2W'^~^*i^/)S = för g^l,2...s, 
oder ausgeschrieben 



(36 a) 



(«,W - |3i« l,) a, + («,(•) - |3,C) A.) a, + • • • 

+ («.<" - ß.^'\) «. = 0. 
Die Determinantengleichung ist also 



(37) 



«!<*>- ft(*>A., «/'-ft<*>i., •■.. «/*'-ft'*'^. 



= 0. 



Die neu eingeführten konstanten Koeffizienten haben die Werte 

f „ (n) _ „ (») _ rrf ?!t^, a>„ a'jfr», a^^ a^.^ a«^. 

(38) +,^?M;. + ,(i_,,|^J'»,.|,.„, 

Sind die Funktionen i/; „Normalfunktionen^^, so vereinfachen 
sich sämtliche Glieder der Determinante außer denen der Haupt- 
diagonale, indem die ßj'^^'^ßj'^^^^ werden, wenn m=^n ist. 

Von den s Wurzeln dieser Determinantengleichung X[^\ A^ . . . 
entspricht die kleinste der Grundschwingung (1. Pai'tialschwin- 
gung), die nächst größere der 1. Oberschwingung (2. Partial- 
schwingung) usw. Zu jedem dieser k^ erhält man durch Auf- 
lösung der Gleichungen (36 a) ein System von Koeffizienten a^, 

13* 
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N. 



a^^.. .a^ und damit mittelst (32) eine (angenähert richtige) Normal- 
funktion w*j nämlich m^J,* für die Grundschwingung, w^* für 
die 1. Oberschwingung usw. Der Index s bezeichnet dabei immer 
die zur Berechnung benutzte Anzahl Glieder der Reihe (32), durch 
welche die Normalfunktion der schwingenden Platte w* näherungs- 
weise dargestellt wird. Mit wachsendem s wird die Annäherung 
besser, daher kommen die Wurzeln Xj^\ k^^^ . . . den wahren Werten 
l^^\ X^^^^ . . . inmier näher, je größer man s wählt, um so umständ- 
licher wird aber auch die Rechnung. 

67. Form der brauchbaren Funktionen. Eoefflzienten- 
bereohnung für die quadratische Platte mit freiem Bande. 
Statt der bisherigen Bezeichnung der Funktionen tf; und der Koef- 
fizienten a mit einem einfachen Index soll von jetzt an die mit 
Doppelindex benutzt werden, da die tf; und a von zwei Koordi- 
naten abhängen. Femer sollen für die tf; sofort Produkte aus je 
zwei Normalfunktionen des schwingenden Stabes eingesetzt werden, 
so daß man erhält 

/Ä = 0, 1, 2 . . .\ 
(39) %. = u,(x)^v,(y) (,^o,l,2..> 

u und V sind die gleichen Funktionen, nur von verschiedenen Ko- 
ordinaten abhängig, und, zur bequemeren Unterscheidung auch 
ohne beigefügtes Argument, mit verschiedenen Buchstaben be- 
zeichnet. 

Die Auswahl der brauchbaren Funktionen u und v läßt sich 
nach Syrametrieeigenschaften ausführen. Aus der Form der Glei- 
chungen (8) bis (10) in Nr. 63 folgt, daß auch w{ — a?, +y) eine 
Lösung ist, wenn w{-\- x^ + y) eine ist, und zwar gilt fftr beide der- 
selbe Wert A, d. h. dieselbe Schwingungsfrequenz. Entpricht nun 
w einem einfachen Ton, d. h. einem Ton, dem nur eine einzige 
Schwingungsfigur der Platte zugehört, so folgt, daß w{ — x^ -\-y) 
mindestens dem absoluten Werte nach gleich w^-^-x, -\-y) sein 
muß, sonst könnte man durch Vertauschung der positiven mit der 
negativen a;- Eichung eine zweite, mit der ersten nicht zur Deckung 
zu bringende Schwingungsfigur konstruieren, welche demselben X 



(40) 
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(derselben Frequenz) entspricht. Dann hätte man aber den nach 
Voraussetzung ausgeschlossenen „Doppelton" statt eines einfachen. 
w{ — x^y) kann sich also von w{^-\-x^ -\-y) höchstens durch das 
Vorzeichen unterscheiden. Ist dieses ungleich, so ist w(x,y) in 
bezug auf die y - Achse eine ungerade, sonst eine gerade Funktion. 
Das analoge gilt für die Symmetrie um die a;- Achse. D. h. also: 
einfachen Tönen entsprechen Funktionen, die sowohl 
in bezug auf die a;-Achse, wie in bezug auf die y-Achse 
(die beiden Mittellinien des Rechtecks) gerade oder un- 
gerade sind. 

Für die quadratische Platte kann man noch weiter gehen. 
Vertauscht man hier die Bezeichnungen x und y, so ändert sich 
die Form der Gleichungen gar nicht. Also muß w (y, x) ebenfalls 
eine Lösung sein, die zu demselben X wie tß(x^y) gehört und sich 
von w(x, y) höchstens durch das Vorzeichen unterscheidet. Daraus 
4)lgt aber sofort: einfache Töne (quadratischer Platten) 
entsprechen Funktionen, die in bezug auf x und y sym- 
metrisch oder antisymmetrisch sind. Im ersten Fall ändert 
sich das Vorzeichen von iv nicht bei Vertauschung von x mit y, 
im zweiten ändert es sich. 

Mehrfache Töne können durch Superposition solcher einfachen 
Lösungen erhalten werden. 

Aus dem Gesagten ergibt sich, daß bei einfachen Tönen die 
Funktionen i\}f^ ^ und tf;^ ^^ immer zu bestimmten Gruppen vereinigt auf- 
treten müssen, und daß ihre Koeffizienten entweder vollkommen 
gleich oder nur durch das Vorzeichen verschieden sind. Ist die 
Schwingung, d. h. die Funktion w^*,,), symmetrisch in bezug auf x 
und y, so ist in der Reihe (40) überall Aj^j^ = Aj^j^\ ist sie anti- 
symmetrisch, so ist in (40) -4^;t = — -4^^. Ist weiter w*^^) in bezug 
auf beide Achsen gerade, so können nur Glieder mit geradem h 
und h vorkommen; ist w*^^^ ungerade in bezug auf beide Achsen, 
so können nur ungerade h und h vorkommen usw. Man kommt 
also allgemein zu Gruppenanordnungen der Glieder von der Form 
^A(^)*'ft(^)i^*(^)^Ä(2/)j wobei das + Zeichen für synmietrische, 
das — Zeichen für antisymmetrische Schwingungen gilt. 

Nachdem so die in jedem besonderen Falle brauchbaren Funk- 
tionen w^(aj), Vj^{y) ausgewählt und zu passenden Gruppen ver- 
einigt sind, müssen noch die Werte der Koeffizienten Aj^j^ berechnet 
werden. Das geschieht nach dem im vorhergehenden (Nr. 66) für 
die Koeffizienten a^^ «2 • • • skizzierten Verfahren, nur sind die Be- 
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Zeichnungen wegen der Doppelindizes etwas anders zu wählen. 
Das Wesentliche des Verfahrens besteht in einer solchen Bestim- 
mung der Koeffizienten ^^j, daß der Ausdruck «;* ^j von Gl. (40) . 
die potentielle Energie Y zu einem Minimum macht. Zu dem 
Zweck müssen die Gl. (36 a) gelten, die hier die Form annehmen 



(41) 






C-^.) Ao + • • 
Ä?OA.=o 

=0 






Daraus folgt die der Gl. (37) entsprechende Gleichung, indem 
man die Koeffizienten der Größen -^qq, A^^ . . . A^^ als Glieder 
der verschwindenden Determinante hinschreibt. Die Größen a^®\ 
4o^---» ^Vi ß^w^""i ^ie den Größen (38) entsprechen, sind in 
der Schreibweise mit Doppelindex (hk statt m^ pq statt n) 



(42) < 



ipg) (hk) 



"Ät 



1»? 









2 "T 



2 I 



1+2(1-,)^* !!-> 



dxdy, 



o(PQ) 
Phk 



^G'^j Jl'hk%2^^dy' 



2 " 2 



Bei Ausführung der Integration ergibt sich zunächst, daß alle ß 
verschwinden, für welche der Index pq^hk ist. Daher wird die 
Determinantengleichung einfacher 



I. 
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(41a) 



«r^-i^r^., 



<\ 






. o 



(00) 



«r. <^-ß^K <•••«?;> 



cc 



(") 

00 » 



"Ol » "10 • • • «« r«« '*'* 



= 0, 



Zur Berechnung dienen folgende Formeln 
'/3j^j =0, wenn pq^'hJc ist. 



(43) 






< 2 



o(hk) 
Phk 



II II 



4 



(44) 



«i* --^7.--- + 2^a)^ja)4,+2(l---^)y^;,y;fc4, 



wobei die Hilfsgrößen y und od bestimmt sind als 



2 



2 



(45) VHP- J^i- ^- d^, •»*,-/!-> «P*^^» 






y 



bezw. die gleichen Integrale mit Vj^^ v und y als Integrations- 
variablen^). Je nachdem h und j9 (bezw. k und g) von gleicher 
Parität (d. h. beide zugleich gerade oder beide zugleich ungerade) 
sind oder von ungleicher Parität (d. h. eines gerade, das andere 
ungerade), erhält man 



1) Die gleichen Rechnungen und Formeln gelten auch far recht- 
eckige Platten mit den Kanten a (parallel x) und 5 (parallel y) statt 
der quadratischen Platte mit der Kante Z. Nur sind in den Inte- 
gralen mit X als Integrations variable die Grenzen — und -f 



2 



2 ' 



in denen mit y die Grenzen und -1 einzusetzen , so daß 

2 2 

y^ 4=yj^ und CD. s4=cD^« wird, auch wenn die Indizes hp = kq sind, 
da h und p zu o;, A; und q zu y gehören. Insbesondere wird aber 
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'y;^ =0, wenn h und p verschiedener Parität sind; 

2m;^Wp(m8-mJ) 



(46) 



approx. y^^ = y 



2 



(mj-mj) 



, wenn h und j? > 2 ; 



m 



^Ä 



nh^ 



wenn 7/ gerade; 

_ m| (sin« •;* + sin« ^-*) 6 m.sin« ^* Ste« f Stg |* 

wenn A ungerade; 

6 
700 = 0» 7ii = T' 

approx. ^AA ""• "2! + Z ' ^®°° Ä > 2 . 



Mit wenigstens 2^0 Genauigkeit gelten diese Formeln auch 
für Ä « 2, 2? =» 2, Mit derselben Genauigkeit (2^/^) ist auch 



(46 a) 



p-i 






Ferner ist 



«Oi, = o>ip'=-0; 



0);^ =0, wenn h und p verschiedener Parität; 



2 



a 



(430 



C - ßläxfvldy ^ {- • 



2 



a 
2 



1 



(44') 



o; 



(U) 
A* 



2a» • Y + ^» Y + ^l^^hh^kk + 2(1 — ft)yAÄrifc*. 
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(47) 



wenn h und j? gleicher Parität und beide > 2 sind; 



«»» 



wenn /» gerade; 



mij(®te'*|* + 8m'|^) 2m48m'^*®in'^^St9 



2 



wenn h ungerade; 

(000 = 0, «11 = 0; 



ml 



approx. (ö^j — ""§"?+ 2 > wenn Ä > 2 . 
Mit wenigstens 2^/q Genauigkeit gilt 



(47 a) 



«op =" , w^o = (— 1) ^ -f^ ? wenn h gerade, 
(ö;^Q = 0, wenn h ungerade, 

- m* — 2 



A-l 



Wj = , co^i = ( — l) ^ 4 1/3 — ^^1 — ? wenn Ä ungerade, 

a);^i = 0, wenn Ä gerade. 
Der Koeffizient cy, der hier vorkommt, hat den Wert 



(48) 



A+p 



BS ( — l) ^ , wenn h und i? gerade, und beide > 2, 

A + p 

(T =* — ( — 1) ^ , wenn h und j? ungerade und beide ^ 3 . 



68. Bereohnung der Frequenzparameter X und Normal- 
funktion w* für einfache und Doppeltöne. Für die zahlen- 
mäßige Berechnung der X^ stellt man am besten erst die Gleichungen 
(41) selbst auf, da sich dieselben meist vereinfachen, weil je nach 
den Symmetrieeigenschaften entweder Äj^^ = -4^^^ oder Äj^j^ « — -4^^ 
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ist usw., so daß die Anzahl der Glieder dieser Gleichungen und 
damit auch der Determinante (41a) sich verringert. Ein Beispiel 
für den Fall in x und y ungerader, aber symmetrischer Schwin- 
gungen, zu denen z. B. auch der Grundton der Platte gehört, ist 
von Ritz ausführlich mitgeteilt. Die numerische Berechnung der 
Determinante wird dadurch erleichtert, daß die Größen a^^^\ die 
in der Hauptdiagonale stehen, viel größer sind und mit h und k 
schneller wachsen als die anderen Größen a^^^^ 
Es ist hier gesetzt 

(49) w* « ^11^1 Vi +-4i3Uit;5 + J,iW,t;i+^j3M3t?, + ^15^1 ^5 

+ ^4(1*3 Vg + Ug t?8) + -45 W5 Vg , 

indem die Entwicklung bis zu Gliedern mit u^ und v^ fortgesetzt, 
die Beziehung Äj^j^^^Äj^j^ benutzt ist, und zur Vereinfachung Koeffi- 
zienten Ä mit einfachem Index eingeführt sind. Setzt man ß^^^^ A =» A, 

wobei ß^^j^^= -T ist, so werden die zu lösenden Gleichungen hier, 

wenn die Poisson sehe Elastizitätszahl |Lt«= 0,225 angenonmien wird, 

(13,95 — Ä)^ — 32,08^1 + 18,60^ + 32,08^ — 37,20^^ 
+ 18,60^6 = 

— 16,04^0 + (^11»Ö - ^) A — 120,0^ — 133,6^ + 166,8 Jl^ 

+ 140^ = 
+ 18,60^0 — 240 -4i + (1686 —Ä)^ — 218,0^3 - 1134^^ 

+ 330^5 = 
+ 16,04^0 - 133,6^1 + 109,0^8 + (2945—1)^8 — 424^^ 

+ 179J[5 = 

- 18,60^0 + 166,8^1 — 567^3 — 424^ + (6303 — Ä)^^ 

-1437J[5=«0 
+ 18,60^0 + 280^1 + 330^2 + 358^ - 2874^^ 
+ (13674-1)^5 = 0. 

Hierbei ist die halbe Quadratseite -^ als Längeneinheit angenom- 
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l - l* 

men, also ^=1 gesetzt; die Größen A entsprechen den Größen -j-l 

in der bisherigen Bezeichnung. Statt A55 bezw. A5, durch welche 
Schreibweise der Grad der Annäherung an den wahren Wert des 
Frequenzparameters gleich mit angegeben wird, der durch die 
Zahl der Glieder in (49^) bedingt ist, wird X geschrieben. 

Die erste Wurzel )i^ gehört zum Grundton, die zweite \^^ zum 
ersten Oberton mit gleichen Symmetrieeigenschaften usw. Die 

Werte X bezw. A, die sich hier ergeben, sind^) 
AW=» 12,43^4; ;i™-378^4; Am=^1554^; A(iv)_2945^; 

l^) « 6303 ^; A(vi) = 13 670 ^ • 

Zu jedem dieser Werte von X gehört ein System der Koeffi- 
zienten A\ z. B. sind die Werte für den Grundton A= 12,43 y^ 
folgende : 

A^ =* 0,0394 A^\ ^2 = — 0,0040 Jlo 5 ^3 ^ 0,0034 A^ ; 

^^ « 0,001 1 ^0 5 ^6 = — 0,001 9 ^0 • 

Das Glied mit A^ überwiegt also bei weitem, so daß die dem 
Grundton entsprechende Bewegung mit großer Annäherung durch 
die einfache Funktion dargestellt werden kann, [vgl. (56a) in 
Nr. 52] 

(50) w*=^ -^0%*^! ^ -^'a'^y ' 

Für den 1. Oberton mit gleicher Symmetrie, A^^^) «= 378 ^y, 

wird -4j der überwiegende Koeffizient, so daß in erster Näherung 
die Bewegung durch die (genäherte) Normalfunktion 

(51) w* = A^ (m^Vj + WgVi) ^ A^{u^{x)v^(y) + u^{x)v^{^)) 

dargestellt wird. Die anderen Koeffizienten J^, A^ ... sind nur 
Bruchteile von A^ . In allen diesen Ausdrücken ist natürlich einer 
der Koef&zienten A von willkürlichem Absolutwerte, dessen Größe 
durch die vorhandene Energie des Systems bestimmt wird. Für 

1) Wenn n von dem Werte 0,225 abweicht, bo ändern sich auch 
die angegebenen Werte der X. Für einige der Hauptschwingungen 
hat Ritz die Änderungen mitangegeben, die entstehen, wenn fi den 
Wert 0^225 -j- d^L annimmt; d^ muß klein sein gegen 0,226. 
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weitere Einzelheiten muß auf die Originalarbeit von Ritz ver- 
wiesen werden. 

Ähnliche Entwicklungen lassen sich für Schwingungen mit an- 
derer Symmetrie ausführen. Sind z. B. die Schwingungen unge- 
rade und antisjmmetrisch in Bezug auf x und ^, so werden in 
dem Ausdruck (40) von Nr. 67 die Koeffizienten -4;^^ = und 
Aj^n = — Äf^f^'^ man erhält 

Vernachlässigt man wieder die kleineren Koeffizienten Ä und 
nimmt zur Charakterisierung der Schwingung nur das Hauptglied, 
so ergeben sich für die X der Schwingungen mit den Hauptgliedem 

^i' K «^8 — «*3 ^i) » -^s' K ^5 — % ^i) » ^5' K ^5 — % ^s) andere Werte 
als für die Schwingungen mit den Hauptgliedem Äi(u^^v^ +**3^i)i 
Aq (% ^6 + ^^'i) ^^^ -^6 (**s ^6 H" ^5^3)* I^iese Töne sind daher keine 
Doppeltöne. Das gilt allgemein für Schwingungen, deren Indizes 
gleiche Parität haben. Anders ist es bei Schwingungen, deren 
Symmetrie die Einführung von Gliedern mit Indizes verschiedener 
Parität erfordert. Z. B. wird für eine in x ungerade, in y gerade 
Schwingung der Ansatz 

mit den nach dem Früheren zu berechnenden Zahlenwerten der 
Koeffizienten geht er über in 

/ w;(*y) = ^jj,[iijV2 + 0,0260 ^*l^'4 — 0,0682 Wgt;^ 
(52a) + 0,0760^3 «;j, — 0,0027 Wgt;^ -f- 0,0073^5^0 

— 0,0112 Wgt;^ -I- 0,0030 WgvJ , 
wobei 

k = 80,8 • -^ . 

Der Koeffizient ä^q des ersten Gliedes ist gleich Null gesetzt, weil 
dieses Glied, nämlich Konst. x, nur eine Drehung der Platte im 
ganzen um die y- Achse darstellt, also die Form der Platte nicht 
beeinflußt. 

Genau dieselbe Entwicklung läßt sich aber auch ausführen, 
wenn man x mit y vertauscht, d. h. wenn man die Platte um 90® 
dreht. Die Schwingung ist alsdann in x gerade, in y ungerade. 
Man erhält natürlich dieselben Zahlenwerte an entsprechenden 
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Stellen, insbesondere auch den gleichen Wert von X, so daß man 
einen „Doppelton" hat. Die Normalfunktion ist 



(53) 



^^^;(y,^)= Äq^UqV^ + A^^u^v^ + -44i«*4«^i + As«*© «'s 

~ 0,0027w^«;8 + OfiOlBu^v^ — 0,0112^2^5 
+ 0,0030 w^i^ß]. 



Genau wie bei den Doppel tönen der Membranen können die 

beiden Schwingungen w{x^y) und w{y,x) gleichzeitig bestehen, 

sich übereinanderlagemd und zwar mit beliebiger Phasendifferenz, 

was durch Vorzeichen und Größenyerhältnis ihrer Amplituden 

-^»i'-^i2 ^*^^ Ausdruck kommt. Die allgemeine Schwingung mit 

4 
der Frequenz, für welche A = 80,8 • -^ ist, nämlich 



(54) 



w 



* ^ Ä,,w(^^y^ + A^, 



w 



(y.») 



a 




^21 = 





A,=o 



kann dementsprechend unendlich viele verschiedene Klangfiguren 
besitzen, von denen drei charakteristische nach W. Ritz in Fig. 47 
dargestellt sind, die 
erste für -4^^ = 0, 
die zweite für 

-^1=' -^12» ^^® 

dritte für -4^3=0. 
Die „Pole", d. h. 
diejenigen festen 
Punkte, durch wel- 
che die Knoten- 
linien stets hin- 
durchgehen, sind darin angedeutet. 

Die zahlreichen bei den verschiedenen Funktionen w* mög- 
lichen Klangfiguren sind mit den zugehörigen Funktionen «;* in 
der Bitz sehen Abhandlung ausführlich zusammengestellt, müssen 
aber hier wegen Raummangel größtenteils weggelassen werden. 
Zum Teil sind sie den Klangfiguren der Membranen sehr ähnlich. 
Nur ein kleiner Teil der Figuren, und zwar für jeden Schwingungs- 
typ eine, sind in den Figuren 48 bis 53 hier dargestellt und die 
Normalfunktionen w;* angegeben. Die Hauptglieder der Entwick- 



Flg. 47. KnotenUnien (Sohwingunepsfigaren) der quadrati- 
schen Platte mit freien Bändern für einen „Doppelton'*. 
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lungen sind fett gedruckt, die Amplituden derselben gleich eins 
gesetzt. 

69. Zusammenstellung einiger Werte l und w* nebst den 
Elangflguren. A. Schwingungen in x und ^ungerade und 
symmetrisch. 

I. Grundton X =» 12,43 -^ }) (Fig. 48.) 

w — u^v^ + 0,0394(wjt?3 + u^'i^i) — 0,0040^8^8 

- 0,0034(^1 «;ß + u^v,) + 0,0011(^3^5 + u^v^) 

— 0,0019 u^v^ , 






hig. 48. 



II 



/ 


\ 


\ 


/ 



if ig. 49. 



m 



l'ig. üO. 




i*'ig. 51. 



11. X-:378^. (Fig. 49.) 

w^ — 0,075 Wj«?! + (^^1^8 + ^8^i) + 0,1 73^3 «78 
+ 0,045 (wj v^ + Wg V J — 0,01 5 (^3 v^ + «5 v^) 
— 0,029 u^v^. 

B. Schwingungen in x und ^ ungerade 
und antisymmetrisch. 

r.X- 316,1-^. (Fig. 50.) 

tv = 1^1 Vg— "Wg^i + 0,0002 (u^v^ — tigVj) 

+ 0,0033(u3t;5-W5t;8). 

C. Schwingungen in x und ^gerade und 
symmetrisch. Diese Schwingungen sind experi- 
mentell besonders leicht und zahlreich zu erzeugen. 

r. A== 35,73^. (Fig. 51.) 

w? = le^ Vg + 1/3^0 ~ 0,0238 u^v^ 

+ 0,0130 (uoi^^+w^t^o) 

+ 0,0026 (u^v^ + u^v^) + 0,0016 w^t;^ . 



1) Ritz gibt als Zueatzglied — s-dfi noch die Änderung an, 
welche X erfährt, wenn man statt ft =« 0,226 den Wert 0,226 + d/i. für 
die Poissonsche Zahl setzt. 
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11". A=- 266,0-^. (Fig. 52.) 

D. Schwingungen in o; und ^gerade und 
antisymmetrisch. 




mg, 52. 




¥ig. 53. 



r\ A = 26,40-^. (Fig. 53.) 

^' = «^0^2 "" ^2% " 0,0129 (uqV^— u^v^) 

— 0,0045(^2^4— u^v^) . 
E. Doppeltöne. 

Die Indizes von u und v sind von verschiedener Parität. 

Für den tiefsten Ton mit X «= 80,8 ist die Normalfunktion in 
(54) [bezw. (52) und (53)] schon angegeben, ebenso in den Fi- 
guren 47 a — c drei verschiedene Formen der unendlich vielen 
möglichen Elangfiguren, die zu diesem Ton gehören. 

Die Schwingungsfrequenzen n sind nach Gl. (31') in Nr. 65 aus 
den Werten von l zu berechnen. Sie sind der halben Plattendicke 
D und der Quadratwurzel aus l proportional, womit ihre Ab- 
hängigkeit von der geometrischen Gestalt der Platte erledigt ist; 
der noch verbleibende Faktor gibt die Abhängigkeit von den Ma- 
terialkonstanten an. 



IV. Abschnitt. 

YervoUkommnete Theorie 
für offene gasgeftlllte Hohlräume. 

8. Kapitel. 

Helmholtzsche Theorie der offenen Pfeifen und kubischen 

Resonatoren. 

70. MathematiBolie Hilfsmittel. Greensoher Integredsatz 
und Kirolüioff-HuygenBSOlLes Prinzip. Helmholtz^) hat die 
Theorie der teilweise von festen Wänden umgebenen Gasmassen 
(Pfeifen und Resonatoren) in viel allgemeinerer Weise behandelt, 
als es die elementare Theorie tut. Der Grundgedanke ist der: Man 
beschränkt die Betrachtung nicht auf die eingeschlossene Gas- 
masse, die in der elementaren Theorie wie ein abgeschlossenes, 
mit der Umgebung nicht in Energieaustausch stehendes System 
behandelt wird, sondern berücksichtigt, daß durch die Öffnungen 
Energieaustausch stattfindet, d. h. daß Wellen hinein- oder 
hinauslaufen. Man nimmt also die Umgebung, die Außenatmo- 
sphäre, zum System hinzu. Es handelt sich nun darum, solche 
Funktionen (p als Geschwindigkeitspotential ausfindig zu machen, 
die der allgemeinen Gleichung (33) in Nr. 39 an allen Punkten 
des ganzen Baumes genügen, und die außerdem die Grenzbedin- 
gungen an den festen Wänden und in unendlicher Entfernung be- 
friedigen. Die Funktion q> kann in den verschiedenen Teilen des 
Baumes ganz verschiedene analytische Form haben; diese Formen 



1) H. V. Helmholtz, Theorie der Luftschwingungen in Bohren 
mit offenen Enden (Grelles Journal f. d. reine u. angew. Mathematik. 
Bd. 67, S. 1—72. 1860). — Abgedruckt in Ostwal da Klassikern der 
exakten Wissenschaften Bd. 80 (Leipzig 1896). In diesem Abdruck 
sind die Druckfehler des Originals korrigiert; außerdem enthält er 
Anmerkungen des Herausgebers, die das Verständnis erleichtem. 
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müssen aber in den Grenzgebieten stetig ineinander übergehen, da 
q> im ganzen Baum stetig sein muß, und auch die Differential- 
quotienten oder Ableitungen von g> müssen stetig sein. 

Für gewisse einfache Fälle von Wellen- bezw. Schwingungs- 
bewegung, z. B. ebene Wellen und Kugelwellen, sowohl fort- 
laufende wie auch stehende, lassen sich nun Lösungen der Gl. (33), 
wie im vorhergehenden (vgl. besonders Nr. 4l) gezeigt wurde, auf- 
finden, d. h. man kann für solche Bewegungen das Geschwindig- 
keitspotential aufstellen. Wenn man nun die Gestalt der Begren- 
zungsflächen der Gasmasse, der festen Wände, passend wählt, so 
kann man es erreichen, daß in gewissen Teilen des ganzen zu be- 
trachtenden Baumes derartige einfache Bewegungen mit bekannten 
Potentialfunktionen 9 mehr oder weniger genau verwirklicht sind, 
z. B. in einem Teil ebene, in einem anderen Teil Kugel wellen; 
dabei ist es zulässig, daß die eine Art, etwa die ebenen, stehende, 
die anderen fortlaufende Wellen sind. Stehende Wellen werden 
immer dort anzunehmen sein, wo der Zustand bereits stationär 
geworden ist. Für die zwischen solchen bekannten Gebieten liegen- 
den Gebiete mit vorläufig unbekannter Form des Geschwindigkeits- 
potentials läßt sich nun mit Bücksicht auf die geforderte Stetig- 
keit von q> und seinen Ableitungen mittels gewisser allgemeiner 
Sätze der Potentialtheorie die Form und der Wert des Potentials 
aus den Werten in jenen Gebieten ableiten. Dazu dient besonders 
der sogenannte Green sehe Satz oder spezieller das Huygens- 
sche Prinzip der Elementarwellen in der mathematischen Fassung, 
die G. Kirchhoff far dasselbe aus dem Green sehen Satze ab- 
geleitet hat. 

Der Greensche Satz bietet ein Mittel, um gewisse Integral- 
ausdrücke in andere, passendere Formen umzugestalten. Es seien 
O und W zwei beliebige skalare Funktionen des Ortes und der 
Zeit, die in dem in Betracht kommenden Baum mit ihren Diffe- 
rentialquotienten im allgemeinen endlich und stetig sind. Nur in 
einzelnen Punkten oder Flächen dürfen sie selbst und ihre Ab- 
leitungen unstetig oder unendlich werden. Bedeutet dx ein Baum- 
element, d(5 ein Oberflächenelement der den Baum umhüllenden 
Fläche, n die nach dem Inneren des Baumes gerichtete Normale 
des Oberflächenelementes da^ und ist A(D der zweite Lame sehe 

^8$ ^8$ ^8$ 

Differentialparameter von Q> nämlich A (P = ^— ^ -f ^— ^ -f- ^-^, so 
lautet der Greensche Satz: 

Kalähnc: Akustik IL 14 



(2) 
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(1) fi^AO ~ a>A^)c?r= J(a>|f - ^^^^)da 

oder mit anderer Verteilung der Glieder 

(la) j^^da+ I ^^A0dr= 1 0^da+ 1 0A^dr. 

W h) («) W 

Aus dieser Form des Satzes lassen sich noch andere, in be- 
sonderen Fällen brauchbare ableiten, z. B. indem man in (la) 

beiderseits k^ 1 O ^^dr addiert, die später zu benutzende Form 
(t) 

/ ^^^d6+ I ^^{A0 + Jc^0)dr 

{o) (r) 

= I 0^d0+ i0{AW + Jc^^^)dt, 

Darin bedeutet Je eine Konstante. Sind z. B. Q und W Funk- 
tionen, welche der Differentialgleichung der „Normalfunktionen" 
(37) in Nr. 40 

(3) Aa> + Ä»a> = o, A^+Ä«2p=o, 

gehorchen, so vereinfacht sich die Gl. (2) durch Fortfall der zweiten 
Glieder beiderseits ganz erheblich. Dasselbe gilt für die Gl. (la), 
wenn und ^^ der Laplace sehen Gleichung A(P = des ge- 
wöhnlichen Potentials genügen. Man erhält in diesen Fällen die 
Gleichung 

Mittels desGreenschen Satzes hat, wie schon bemerkt, Kirch - 
hoff das Huygenssche Prinzip der Elementarwellen mathe- 
matisch streng formuliert. Das Prinzip besagt: wenn man in einem 
von Wellen erfüllten Baum den Schwingungszustand auf irgend- 
einer geschlossenen Fläche kennt, die man ganz beliebig konstru- 
ieren kann, so lassen sich daraus die Vorgänge an jedem Punkt 
dieses Baumes ableiten. Der physikalische Grund dafür ist der, 
daß jeder Punkt dieser Fläche — überhaupt jeder Punkt des von 
den Wellen durchsetzten Baumes — als Ausgangspunkt einer 
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Eugelwelle gelten kann, die von ihm als Erregungsmittelpunkt 
ausgeht. Die Summe der gleichzeitigen Wirkungen dieser einzelnen 
ElementarweUen an irgendeinem Punkt ergiht den jeweiligen Be- 
wegungszustand daselbst. Auf das Problem der offenen Pfeife an- 
gewandt, heißt das : Wenn man den Schwingungszustand in irgend- 
welchen Teilen des Baumes kennt, z. B. im Innern der Pfeife und 
weit entfernt im Außenraum, so kann man für das zwischen- 
liegende Gebiet die Bewegung daraus ableiten. Es ist jedoch be- 
quemer, dazu direkt den Greenschen Satz zu benutzen, als den 
in seiner mathematischen Fassung etwas umständlichen Kirch- 
hoff-Huygensschen Satz. 

71. Gestalt der Bohre im allgemeinen. Form des Ge- 
sohwindigkeitspotentials. Um danach die Wellenbewegung in 
einer offenen Bohre zu behandeln, macht Helmholtz folgende 
Annahmen über die Form der Bohre: 

1. Die Form der Bohre sei im allgemeinen zylindrisch. 

2. Nur auf einer kleinen, d. h. gegen die Wellenlänge des Tones 
kleinen Strecke von der Mündung aus gerechnet, darf die Gestalt 
von der zylindrischen abweichen; es wird also eine trompeten- 
artige, trichterförmig erweiterte oder auch eine nach der Mündung 
zu verengte Form mit eingeschlossen. 

3. Die Dimensionen der Öffnung sollen ebenso wie die Länge 
des nicht zylindrischen Teiles der Bohre klein sein gegen die Wel- 
lenlänge. 

4. Die Mündung der Bohre liege in einer festen ebenen Wand, 
die sich nach allen Seiten unendlich weit erstreckt; es wird also 
praktisch eine Pfeife mit breitem Mündungsflansch betrachtet. 

Diese Ebene sei die ^js;- Ebene, die Bohre liege auf Seite der 
negativen a;, die Böhrenachse sei negative o;- Achse. Der Koordi- 
natenanfangspunkt liegt also in der Mitte der Böhrenmündung. 
Auf Seite der positiven x sei der Luftraum unbegrenzt. Ist Je eine 
endliche Konstante, so wird nach Annahme 3 ky und Jc0 klein 
gegen 1, wenn y und Koordinaten eines Punktes der Böhren- 
mündung sind, und kx wird klein gegen 1, wenn x einem Punkte 
des nichtzylindrischen Teiles der Böhrenwand angehört (vgl. Fig. 5 4). 

Über die Natur der Bewegung werden folgende Annahmen 
zugrunde gelegt. 

5. Im Innern der Bohre ist irgendwo ein Abschnitt, in dem 
eine ebene stehende Wellenbewegung vorhanden ist, gerade so 

14* 
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wie es in der elementaren 
Theorie für die ganze Bohre 
angenommen wird. 

6. Auf Seite der positiven 
X denke man sich zwei Halb- 
kugelfiächen von sehr großem 
Radius konstruiert, deren Mit- 
telpunkt der Eoordinatenur- 
sprungist. In dem Gebiet zwi- 
schen beiden sollen nach außen 
fortlaufende Halbkugelwellen 
vorhanden sein. Jenseits der 
äußeren dieser beiden Halb- 
kugeln kann noch ein Gebiet 
Sit 5A- ,^»J«"°^*« durch die Achse der liegen, WO die Bewegung erst 

Bohre ; die stark ausgesogenen Linien stellen . ' . 

die Böhrenwand tmd den Seltenflansch (yg- beginnt, daS also nOCh nicht 
Ebene) dar. xtt ii j t. • x 

von Wellen durchzogen ist. 

7. Zwischen der Begion der ebenen Wellen in der Bohre und 
der Begion der Halbkugelwellen im Gebiet 6 soll sich eine statio- 
näre stehende Wellenb^egung ausgebildet haben. 

Das Geschwindigkeitspotential hat somit für diese drei ver- 
schiedenen Gebiete folgende verschiedene Formen. 

fm Inneren der Bohre (Gebiet 5) 



(4) 



^=yjL sin Jcx-]- B cos Jcxj cos 27tNt 



-f Ij sin Äa? -f- 33 cos kx) sin 27tNt . 



Je 



5) Sil 



^, jB, 31, 85 sind vier Integrationskonstanten, die passend be- 
stimmt werden müssen. Diese Form, die allgemeinste Form des 
Geschwindigkeitspotentials für stehende ebene Wellen ergibt sich 
als Lösung der Gl. (3) in Nr. 70, wenn man ^ in bekannter Weise 
in ein Produkt ^^(^^ y?f(*) zerspaltet. Für ^^^'^ muß dann die Diffe- 
rentialgleichung der Normalfunktionen ebener Schwingimgen gelten 

die ein Spezialfall von Gl. (3) ist, und deren allgemeine Lösung 
^(*) eben die Form der beiden Klammergrößen in (4) hat; W^*^ 
kann gleich sin 27r^^ und gleich cos27r^^ sein, im allgemeinsten 
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Falle also gleich der Summe beider Funktionen, jede mit einer 
von t unabhängigen Normalfunktion ^(*) multipliziert, wodurch 
die Form der Gl. (4) herauskommt. Die vier Konstanten dieser 
Gleichung können auf drei verringert werden, indem man den An- 
fangspunkt der Zeit passend wählt. Wenn man nämlich t = t' -{-Iq 
setzt, die trigonometrischen Funktionen der Winkelsummen auf- 
löst und alle Glieder wieder zu zwei Gliedern mit den Faktoren 
cos 27tNt' und sin 27tN't' vereinigt, so kann man durch geeignete 
Wahl des willkürlichen t^ bewirken, daß im Faktor von sin 27C^^' 
ein Glied mit sinkx nicht mehr vorkommt. Schreibt man nun 
wieder t statt t\ so hat das Geschwindigkeitspotential die ein- 
fachere Form^) 

(4a) ^ = l-^ sin kx-\-B cos kx\ cos 2 TtNt + 35 cos kx sin ^nNt, 

Zwischen den beiden Halbkugelflächen im Außen- 
raume (Gebiet 6) sind nach außen fortschreitende Sinus wellen 
vorhanden, also hat W daselbst die Form 

M M 

(5) ?F= - cos{kQ — 2nm) — ^^sin(Ä9 - ^nNt), 

Das ist dieselbe Form wie GL (45) in Nr. 41, nur ist k statt 

-r- , 2%N statt -7— , M statt Ä\ — My^ statt A\ q statt r gesetzt; 

Q ist der Radiusvektor vom Koordinatenursprung bis zum Aufpunkt 
im Gebiet 6. Die Größen M und M^ sind unabhängig vom Be- 
trage des Radiusvektors (), aber möglicherweise abhängig von seiner 
Richtung, d. h. von den Winkeln, die q mit den Koordinatenachsen 
bildet.«) 



1) Helmholtz nennt die sekundliche Schwingungszahl n, wofür 
hier N gesetzt ist, um Übereinstimmung mit unserer sonstigen Be- 
zeichnung in diesem Buche zu bewahren und um Verwechselungen 
mit der Bezeichnung n als Richtung der Wandnormale zu vermeiden. 
Hier bedeutet c die Schallgeschwindigkeit, n sonst die Ereisfrequenz. 

2) Die Annahme, daß M und M^ von den Winkeln «d* und m (vgl. 
Nr. 41) abhängen, ist für eine Kugel welle, die von einem Erregungs- 
punkt ausgeht, natürlich nicht zulässig; denn in der Ableitung des 
Potentials der Kugelwellen wird ja gerade die Unabhängigkeit aller 
Größen von der Richtung, und Abhängigkeit nur vom absoluten Be- 
trage des Radiusvektors r vorausgesetzt. Sind aber mehrere Erregungs- 
punkte vorhanden, die jeder eine Kugelwelle von der Form der Gl. (45) 

j in Nr. 41 und von gleicher Frequenz N aussenden, so erhält man 
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Im Gebiet 7 endlich, wo stehende Wellen angenommen wer- 
den, hat ^ die Form 

(6) 2? =. 2?* cos 2 nNt + ^^** sin 2 nNt, 

wo W* und ^** unabhängig von ^, aber abhängig von den Ko- 
ordinaten sind, und in diesem Gebiet der Gleichung der Normal- 
funktionen [Gl. (3) in Nr. 70] genügen; übrigens wird diese Glei- 
chung (3) von allen drei Werten des Potentials ^ (4), (5) und 

(6) erfüllt, von (5) allerdings nur, wenn M und M^ konstant und 
nicht von der Bichtung des Radiusvektor abhängig sind. 

Zu der Bedingung (3) kommt noch die Grenzbedingung, welche 
ausdrückt, daß an den festen Wänden die Luftteilchen sich nicht 
senkrecht zur Wand bewegen können, nämlich 

(7) 1^ = 

an allen festen Wänden, wobei n die nach dem Jnneren des Luft- 
raumes gerichtete Wandnormale sein soll. 

Für die in der Anmerkung auf voriger Seite besprochene Um- 
formung der Potentialsumme in die Form (5) ist übrigens Voraus- 
setzung, daß alle Erregungspunkte im Endlichen liegen. Sind sie 
also auf irgendwelchen Flächen angeordnet, so dürfen sich diese 
Flächen nicht ins Unendliche erstrecken. Die Erregungspunkte 



das Gesamtpotential W als Summe der Teilpotentiale der einzelnen 
Wellen 

^=^ 7^ sm — (r^ - cO + -^ cos — (r^ - et) 



=2 



A' A" 

— ^ sin (Ä;r^ — 2« JVQ + -^ cos (Ä;r. — 1%Nt), 



wobei die r^ die Entfernungen des Aufpanktes von den einzelnen Er- 

regungspnnkten bedeuten. Liegt der Aufpunkt in sehr großer Ent- 
fernung von allen Erregungspunkten, so daß alle r^ sehr groß werden, 

so läßt sich diese Summe näherungsweise in die Form der Gl. (6) 
bringen, wobei nun q die Entfernung des Aufpunktes vom Koordinaten- 
Ursprung ist, und M und M^ von der Richtung von q abhängen. Statt 
dessen läßt sich übrigens auch schreiben 

^ = — cos(A;^ — 27tNt + c) für große q, 

wobei % und c Funktionen der Winkel & und oa sind. 
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können auch fiktiv sein; z. B. können als (fiktive) Erregungspunkte, 
von denen man sich Kugel wellen ausgehend denkt, die Spiegelbilder 
der wirklichen Erregungspunkte in bezug auf eine feste Wand in 
Betracht kommen. Denn die an der Wand reflektierten Wellen 
der wirklichen Erregungspunkte scheinen von den hinter der Wand 
gelegenen Spiegelbildern jener Punkte herzukonmien. Beide Arten 
von Erregungspunkten zusammen, die wirklichen und ihre Spiegel- 
bilder als fiktive, ergeben durch Übereinanderlagerung der von 
ihnen ausgesandten Wellen einen Bewegungszustand, bei dem 
dauernd an der als Spiegel dienenden festen Wand die Bedingung 

V=- - erfüllt ist. 
dn 

Im allgemeinen müssen also, damit jene Umformung gilt, auch 
die festen Begren zun gs wände im Endlichen liegen und dürfen nicht 
unendlich ausgedehnt sein. Der einzige Fall, wo dies dennoch statt- 
haft ist, ist der Fall einer unendlich ausgedehnten Ebene, für 
welche x = ist, die also nach den über Form und Lage der 
Bohre gemachten Annahmen einen unendlich ausgedehnten Seiten- 
flansch an der Böhrenmündung darstellt. Da die Lösung des Problems 
eine feste Begrenzung des Baumes fordert, in dem die Wellen 
verlaufen, und die eben geschilderte Begrenzung die einzige ist, 
welche die einfache Form (5) des Geschwindigkeitspotentials für 
sehr ferne Punkte gewährleistet, hat Helmholtz die angegebene 
Böhrenform mit Flansch gewählt. 

72. Anwendung des Greensohen Satzes auf das Potential 
in den verschiedenen Teilen des Baumes. Die Behandlung 
des Problems, wegen deren Einzelheiten auf die Helmholtz sehe 
Originalarbeit, am besten in der Ausgabe von Ost walds Klassikern 
der exakten Wissenschaften, verwiesen werden muß, ist nun fol- 
gende: Es werden aus dem Gesamtraum, wie im vorhergehenden 
angedeutet wurde, einzelne passend gewählte Gebiete herausge- 
schnitten, die teils von festen Wänden, teils von nur gedachten 
Grenzflächen gegen die anderen Teile abgegrenzt sind. In jedem 
dieser Gebiete wird der Green sehe Satz (l) bezw. (2) oder das 
aus ihm abgeleitete Eirchhoff-Hujgenssche Prinzip auf das 
Geschwindigkeitspotential W angewandt, das für eine der beiden 
Funktionen oder W in diese Formeln eintritt, während für die 
zweite Funktion jedesmal eine geeignete, im übrigen beliebig wähl- 
bare, andere Funktion gesetzt wird. 

I. Innenraum der Bohre von der Ebene der Mündung (x = 0) 
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bis zu einer damit parallelen Ebene, welche in der Begion der 
ebenen Wellen liegt. Es wird 

(8) rF=rF, O^coskx 

gesetzt, welche Funktionen beide der Gleichung (3) in Nr. 70 ge- 
nügen. Also gilt hier der Greensche Satz in der Form (2a) von 
Nr. 70. 

Nun ist -^— nur an der Mündung und in dem unten gelegenen 
Querschnitt der Röhre von Null verschieden, dort ist es gleich — -«— , 
hier gleich + -^— , denn die Normalenrichtung ist dort — x, hier 
+ a;. An dem übrigen Teil der Oberfläche des betrachteten Rau- 
mes, die von festen Wänden gebildet wird, ist -^ = 0. Also er- 
gibt sich durch partielle Integration über die ganze Oberfläche <s^) 
aus (2 a) 

(9) J O -^da^J coskx-^-da 

= — cos 2%Nt I -X — da — sm27tN't /— ö — da 

J dx J dx 

+ Q(A cos lex — BJc sin Jcx) cos Jcx cos 2nNt 
— $85 k sin kx cos kx sin 2 nNt 

Durch den darübergesetzten Horizontalstrich (z. B. ^^* und 

-= — ) sollen die Werte bezeichnet werden, die in der Röhren- 

dx J ' ' 

mündung gelten. Es sind offenbar die Randwerte des betreffenden 



(^) 



1) Im unteren Querschnitt hat die zu integrierende Funktion, da 
sie nur von x, nicht auch von y und z abhängt, für alle Elemente da 
denselben Wert, also wird dort 

r^^^^ *^^A ^^^n 

wenn Q die Größe des Querschnitts ist. Für W ist dabei der Aus- 
druck (4 a), für $ co8Ä;a; zu setzen. An der Mündung ist x=^0, also 

* = 1, 7^— =0, und für W ist der Ausdruck (6) zu setzen, wo- 

durch die Werte ^P"* und W** hineinkommen, die Funktionen von 
y und z sind. 
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Gebietes an der nur gedachten Trennnngsfläche gegen das benach- 
barte Gebiet. 

Der Quotient w— « — ^ ist nur am zylindrischen Teil der 

Röhrenwand und in der Öffnung gleich Null. In dem inneren 
Querschnitt hat er den Wert — kHinkx, denn n ist dort mit -\-x 
identisch; und an dem nichtzjlindrischen Teil der Böhrenwand ist 

d^ d<^dx d^ o 7-7 o 

ö— = ö— ö- = ö— cos p = — Ä sm fca: cos p, 

dn dxdn dx ^ ^^ 

wenn mit ß der Winkel bezeichnet wird, den die nach innen ge- 
richtete Normale n mit der +0?- Richtung bildet. Vgl. Fig. 55 a. 
Also wird 

(10) / ^^ da = -' Q{A sin Tcx + kB cos k(c) sin kx cos 27cNt 

(o) 

— Qk^ cos kx sin kx sin ^rcNt 



— kcos^TtNt 1 W* sin kx cos ßda 

— k sin 2 7t Nt 1 ^** sin kx cos ßda. 



Führt man diese beiden Integrale (9) und (lO) in die Gl. (2 a), 
den vereinfachten Green sehen Satz, ein, faßt die Glieder mit 
sin27i;^^ und ebenso die mit cos27i;j^f zusammen und setzt die 
Koeffizienten von sin27C^^ nnd cos27i;^^ einzeln gleich NuU^), 
so erhält man folgende zwei Bedingungsgleichungen 



(11) AQ^ f^^d(S — kfw*smkxcosßda, 

(12) =f^^dfi — kfw"^ sin kx cos ß da. 

In beiden Gleichungen ist das erste Integral, wie durch den 
Strich über ^^* usw. angedeutet wird, über die Fläche der Mün- 
dung, das zweite über die feste Wand der Röhre zu erstrecken. 
Diese zweiten Integrale sind aber nur dort von Null verschieden, 
wo cos|3 und sinkx von Null verschieden sind, also nur an den 
nichtzylindrischen Teilen der Röhre. Bei reinzylindrischen Bohren, 



1) Dies ist die einzige Möglichkeit, um die Gleichung für alle 
Zeiten zu befriedigen. 
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X 



X 
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a 



S^ 



iJ. 



Fig. 66. Zwei Tersoiiiedene Formen der 
fiOhrenmündiuig. 



auch solchen, die oben bei x = 
durch eine ebene Wand mit einer 
Öffnung verschlossen sind, wel- 
che kleiner ist als der Röhren- 
querschnitt $, (vgl. Fig. 55 b) 
fallen diese zweiten Integrale 
ganz weg. 

U. Außenraum auf Seite der 
positiven iT, begrenzt von der 
yg-^hene und einer um den Ko- 
ordinatenursprung konstruierten 
Halbkugelfläche von großem 

Radius, die in die Region (6) der Halbkugelwellen fällt (Gebiet 7 

von Nr. 71). 

In diesem Räume soll die Funktion die Form haben 

(13) a> = -^ cos {kr^ — 27tm)-{-^ cos (Ar , — 2 TtNt). 

Dabei ist r^ die Entfernung des Punktes a;, y, 0j des Auf- 
punktes, für den das Potential W gilt, von einem gewissen Punkte 
dieses Raumes mit den Koordinaten a, /3, y] r^^ ist die Entfernung 
des Aufpunktes von dem Punkte mit den Koordinaten — a, |3, y, 
der das Spiegelbild des Punktes a, ß^ y inbezug auf die ^^-Ebene 
ist. O stellt somit das Geschwindigkeitspotential für eine von 
a, |3, y ausgehende und an der y;8?-Ebene reflektierte Kugelwelle 
dar. Der Punkt — a, |3, y, der fiktive Eri'egungspunkt des zweiten 
Kugel weUenzuges , liegt übrigens außerhalb des hier betrachteten 
Gebietes 7. 

Wendet man nun den Greenschen Satz in diesem von der 
y;8?-Ebene und der fernen Halbkugel begrenzten Raum auf die obige 
Funktion (P und das gesuchte Potential ^^ an, das von der Form (6) 
sein muß, so ist zu berücksichtigen, daß zwar "^ in diesem Raum 
überall stetig und endlich ist, daß aber Q> im Punkte a, |3, y wo 
r = ist, unendlich wird. Man muß also bei der Ausführung der 
Integrationen in GL (la) bezw. (2) den Punkt a, |3, y und seine 
unmittelbare Umgebung ausschließen, z. B. indem man eine Kugel 
mit verschwindend kleinem Radius um ihn herumlegt. Dadurch 
wird die Zahl der Begrenzungsflächen des Raumes um eine, näm- 
lich diese Kugelfläche, vermehrt, was bei der Auswertung der Ober- 
flächenintegrale in Betracht kommt. Man erhält mit Rücksicht 
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hierauf durch Ausführung der Integrationen die Beziehung, daß 
unter diesen Umständen der Ausdruck 

I Ww- da— I O-^—da 

{o) (a) 

nicht gleich Null ist, sondern proportional dem Wert W^, den die im 
Punkte cf, |3, y stetig hleihende Funktion ^ dort hesitzt. Bei der 
hesonderen Form, die O hier hat, wird der Proportionalitätsfaktor 
gleich 2 TT cos 2 TT ^^, so daß man in Gehiet 7 erhält 

(14) rw^da—r0^da==27ty[^^coa27tNt 

Durch Ausfährung der Integrationen an den verschiedenen 
Teilen der Oberfläche erhält man hieraus die Gleichung 

(15) ®— / p ^^—^ ^ da=27tW^cos27tNt 



-i 



dx 



Hier ist das Oberflächenintegral nur noch über die Mündung 
der fiöhre zu erstrecken; (£ bedeutet eine Konstante, die den Wert 
des Integrals über die weit entfernte Kugelfläche darstellt. 

Führt man nun in (15) für W seinen Wert nach Gl. (6) ein 
und löst die Kosinusfunktion der Winkelsumme nach den be- 
kannten goniometrischen Formeln auf, so erhält man links Glieder, 
welche Quadrate und Produkte von cos27i;-^^ und sin27r^^ ent- 
halten. Drückt man diese durch cos 4: nNt und sm 4:7t Nt usw. 
aus, faßt die Glieder mit gleichem Argument der Winkelfunktionen 
zusanamen und setzt dann einzeln gleich Null 1) die von der Zeit 
unabhängigen Glieder, 2) den Faktor von cos 4:7t Nt^ 3) den Faktor 
von sin 4:7t Nt^ so erhält man die drei Gleichungen 



(16) 



• " * 2J \ dx r, ex r / ' 

ia) 

=% ^ * + TT / -5 da — — I -^ da , 

" ' 2e/ dx r, 2t/ dx r, ' 



{o) ' (a) 



« ' 2t/ ox r, ' 2t/ dx r. 



Hier sind die Integrationen nur noch über die Röhrenmündung 
zu erstrecken. Durch die beiden letzten Gleichungen (16) ist der 
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Wert von W* und W** für alle Punkte auf Seite der positiven x 

gegeben , wenn die Werte von -^ — und — ^ — in der Öffnung der 

Bohre bekannt sind. Die erste der drei Gleichungen läßt sich 
übrigens aus den beiden anderen ableiten. 

Durch Einsetzen der aus diesen beiden Gleichungen (16) fol- 
genden Werte ^^* und WJ^* in (6) erhält man ^^, nämlich 



(17) 



^«~ 2nJ dx T, ^^ 

(a) 



'^^nJ dx r, ^^' 

und dies wird, wenn der Punkt aßy in große Entfernung rückt, 
und Polarkoordinaten 

of = ^cosa}, j3 = ^sina) cos-ö", y = ^ sin o sin -9" 

eingeführt werden, durch eine der früheren (vgl. Anm. auf S. 203) 
ähnliche Umformung zu 

(17a) W=— cos {kq — ^itNt) - ^^ sin {kq—^itNt) , 
wobei 



(18) 



,^^=-2^JJ hr 0O8kB--j^ sinke) dyde 
€ » ^ sin Go cos -d" + <e? sin » sin 9, 



Auch hier ist die Integration nur über die Mündung zu erstrecken. 

m. In derselben Weise wird der Greensche Satz auf einen 
Baum angewandt, der zwischen einem Böhrenquerschnitt im Ge- 
biet der ebenen Wellen und einer Halbkugelfläche im Gebiet der 
Kugel wellen liegt. Für die Funktionen W und O der Gl. (2) 
wird ^* und ^** gesetzt; da diese beiden der Gl. (3) genügen, 
so gilt hier die Gl. (2 a), und durch Ausführung der Integrationen 
erhält man 



n 



(19) O^AS&Q + kfd mCd^iM^ + M^^) sin w. 
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lY. Zuletzt wird der Satz noch angewandt auf den inneren 
Raum der Röhre von der Mündungsebene bis zu einem Querschnitt 
im Gebiet der ebenen Wellen. Für W wird W* und für O wird 
sin Je X gesetzt. Auch für diese beiden Funktionen gilt Gl. (2 a) 
und man erhält schließlich 

(20) QB + r^* cos kx cos ßda-Cw^da = 0. 

Das erste Integral ist über den nichtzylindrischen Teil der 
Röhrenwand auszudehnen, so weit daselbst cos ß von Null ver- 
schieden ist, das zweite wieder über die Röbrenmündung. 

73. Berechnung der Konstanten in den Fotentialwerten. 

Die so gewonnenen Beziehungen, die Gleichungen (11), (12), (16), 
(18), (19), (20), führen die Werte der Koeffizienten Ä, B, SB, 
jf , Jfj und die Werte der Funktionen ^^* und ^** auf gewisse 
Integrale zurück, in denen nur die Werte vorkommen, welche W* 
und ^** sowie ihre Differentialquotienten teils in der Röhren- 
mündung selbst, teils in dem nichtzylindrischen Teil der Röhren- 
wand haben. Diese Ausdrücke vereinfachen sich wesentlich, wenn, 
wie angenommen wird, die Dimensionen der Mündung und die 
Länge des nichtzjlindrischen Teiles der Röhre verschwindend klein 
sind gegen die Wellenlänge. 

In diesem Falle ist Tce klein gegen 1. Vernachlässigt man 
Größen von der Ordnung Tcb gegen 1, so gehen die Gleichungen 
(11), (12) und (18) über in 

(IIa) AQ^J^da, 

(12 a) 0= I^^d6'-1c^lw*'^xcosßd(o, 



(18 a) M ^ f^ 

^ ^ ^nj ox 



äc^- ^« 



2ff 

Ferner reduziert sich der Wert von M^ auf verschwindend 
kleine Größen, kann also neben M vernachlässigt werden und (19) 
ergibt, da M dann unabhängig von den Winkeln -O- und o wird, 

(19a) AS&q 27i;ÄJf*. 

Aus (18) und (19 a) folgt 

(21) SB^ÄJlf^-^, 
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und schließlich aus (20) 

(20a) QB^y^da—J*W*cosßd(S, 

das erste Integral über die Öffnung, das zweite über den nicht- 
zylindrischen Wandteil -der Bohre erstreckt. B läßt sich hieraus 
nicht genauer bestimmen, nur seine Größenordnung im Vergleich zu 
Ä läßt sich feststellen. Zunächst ergibt sich aus den obigen 

Gleichungen, daß ÄQ='27tM und s W* Größen von gleicher Ord- 
nung sind. Aus (20a) folgt, daß QB gleich den Werten von ^* 
integriert über eine Fläche von der Größenordnung Q ist, also selbst 

von der Größenordnung W*Q ist. Daher ist B von der Größen- 
ordnung W* oder — ^ oder As^ wenn Q von der Größenordnung 

B 

€* ist. Das Verhältnis -j hängt von der Form der Mündung ab, 

aber nicht merklich von Je, so lange die Lineardimensionen des 
Querschnitts Q und die Länge des nichtzjlindrischen Teiles der 
Röhre klein sind gegen die Wellenlänge. 
Setzt man 

(22) B--4tgfc«, 

wobei offenbar iglcoc von der Größenordnung 7c s, also klein gegen 
1 ist, und führt nun die Größen B und S nach (21) und (22) 
in den Ausdruck (4 a) in Nr. 71 für das Potential der ebenen 
Wellen in der Tiefe der Röhre ein, so erhält man daselbst 

A ÄQk 

(23) ^= j- vr- sin k(x — oc) cos 27cNt ^^ cos lex sin 27tN't, 

K cos K OL u7t 

Die zugehörige Potentialfunktion an den weit entfernten Stellen 
des freien Raumes wird mit dem Werte (21) für M nach (5) 
bezw. (17 a) 
f24^ 'V= AQ coB{kQ^27tNt) 

Hierbei bedeutet A eine willkürliche Amplitudenkonstante, 
und a eine Größe, die für jede Röhrenform besonders bestimmt 
werden muß, die sogenannte Mündungskorrektion. 

74. Lage der Ejioten und Bäuche in der Bohre. Bedu- 
zierte Böhrenlänge. Vornehmlich interessiert uns das Potential W 
im Innern der Röhre, weil aus ihm der Bewegungszustand daselbst 
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zu erschließen ist. Wie sich zeigt, sind dort ebene stehende Wellen 
vorhanden, aber die Schwingungsfigur, das Momentbild der Schwin- 
gung, wenn man so sagen darf, in einem Längsschnitt der Röhre 
hat nicht die einfache Sinusform, wie bei der elementaren 
Theorie. Das kommt daher, weil die Grenzbedingungen an der 
Öffnung andere sind. Die Grenzbedingungen am inneren Röhren- 
ende können übrigens noch beliebig gewählt werden ; es kann dort 
ein fest geschlossenes Ende sein oder die ebene Verschlußplatte 
kann daselbst erzwungene Schwingungen ausführen, durch welche 
die Wellen in der Röhre erregt werden. Im ersten Falle muß die 
Erregung der Wellen im Außenraum erfolgen. Nötig ist nur, daß 
die Erregung immer so beschaffen ist, daß irgendwo im inneren 
Teil der Röhre ebene stehende Wellen entstehen. 

Aus dem Potential läßt sich der Bewegungszustand, die Stärke 
und Phasen der in der Röhre erregten Schwingungen für ver- 
schiedene Erregungs weisen ableiten; ferner läßt sich die Schwin- 
gungsfigur, d. h. die Lage der Maxima und Minima (Bäuche und 
Knoten) der Geschwindigkeit, der Verdichtung usw. und die davon 
abhängige Höhe der „Eigentöne" oder besser der „Töne stärkster 
Resonanz'^ der Röhre bestimmen. Die Geschwindigkeit ist 

(25) U=^r— = ^— C03k(x — a) cos 27tNt 4- —^—sin kx sin 2nNt, 

Dieser Ausdruck läßt sich schreiben 

(25a) U-|^=J'cos(27tJV^^-fr), 

wenn man setzt 



(26) 



T . 1 /cos* Ä;(a? — a) , k^Q* . o. 

Y cos'fca ' 4ä' ' 

fe'OsinÄJrccosÄa 
tgr= — 



27rcosÄ;(aj — a) 

Die Werte x = x\ für welche J^ ein Maximum oder Minimum 
wird, ergeben sich aus der Gleichung 

(27) iz2h{x'-a)= ^fe^^^y^cos' t« 



(k Q \ 

1 — — -^ cos2A;a cos'fcaj 



Daraus folgt wegen der Periodizität der Tangensfunktion mit 
der Periode ä, daß die rr'- Werte um die Strecke ^= -r » ^' ^* ^™ 
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eine Vieitelwellenl&nge anseinanderliegen. Ist x^ die kleinste 
Wurzel der Gl. (27), so sind sämtliche Wurzeln dargestellt durch 

(28) /»a^o' + a^-V + lf. (a = 0,l,2...) 

Das ist dasselbe Besultat wie bei der elementaren Theorie, nur x^ 
hat einen anderen Wert als dort. Es folgt dabei natürlich immer 
auf ein Maximum ein Minimum usf., sodaß die Maxima um eine 
halbe Wellenlänge voneinander entfernt sind und ebenso die Minima. 
Die erste Wurzel rr^', also die Entfernung des ersten Geschwin- 
digkeitsminimums (Knoten) von der Mündung, ist nicht gleich einer 
Viertelwellenlänge wie in der elementaren Theorie, sondern kleiner. 
Sie ist leicht zu berechnen, wenn man a kennt. Ist, wie immer 
angenommen werden soll, h^Q eine unendlich kleine Größe, so 
kann man näherungsweise die rechte Seite von (27) gleich Null 
setzen und diese Gleichung wird dann einfacher 

(27a) tg2Ä(a;' — a) = 0. 

Danach wird J^ ein örtliches Maximum 



(29) 



(30) 



m« C08*Ä;a' 

wenn 2h(x — a)=— 2a7t, (a = 0,1,2...) 

. also cos k{x — a) =* ± 1 

ist; und J^ wird ein (örtliches) Minimum 

wenn 2Ä(a;' — a) = (2a+ l)7t, (a = 0, 1, 2...) 
. also cos 'k{x — a) = 

ist. Die Minima (Knoten der Geschwindigkeit) werden also nicht 
Null, wie in der elementaren Theorie, sondern nur sehr klein von 
der Ordnung Ic^Q. 

Das erste Maximum (Geschwindigkeitsbauch) mit a = würde 
bei X = a, also, da a positiv ist, bereits außerhalb der Bohre vor 
der Mündung liegen. Es ist das die Stelle, welche in ihrem Be- 
wegungszustand der Mündungsebene in der elementaren Theorie 
entspricht. Bechnet man die Lage der Knoten und Bäuche von 
dieser Stelle x=^a^ statt von der Mündungsebene x = ab, so er- 
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hält man die von der elementaren Theorie her bekannten Be- 
ziehungen. Helmholtz nennt die Strecke a — x die reduzierte 
Länge des Röhrenstückes x^). 

Die Schwingungsphasen für Maximum und Minimum 
sindverschieden, sie liegen um eine Viertelschwingungs- 
dauer auseinander. Dies Resultat weicht vollständig von der 
elementaren Theorie ab, bei der ja alle Punkte des ganzen Innen- 
raumes der Röhi*e stets gleiche Phase haben. Es folgt aus Gl. (25 a) 
und (26). Am Orte der Maxima (Bäuche) der Geschwindigkeit 
wird nämlich tgr verschwindend klein von der Ordnung k^Q, da 
dort cosA;(a: — a)==±l ^8^5 ^^ wird die Phasenkonstante r=a7t. 
Am Ort der Minima (Knoten) der Geschwindigkeit wird nahezu 
tg r = oo, da dort cos ft (a; — a) = ist; also wird r « (o -|- ^)7t. 

Für die Verdichtung s ergeben sich ganz entsprechende Sätze. 
Es wird 

!5 =» =- -}s^ = 7— sin Jc(x — cc) sin 2nNt 
c* dt ccosÄ;a ^ ^ 

-t- -^— cos Kx COS 2nNt, 

Dies läßt sich schreiben 
(31a) s^L sin (2 nNt -f t'), 

wenn 



(32) 



tgr' 



j Ä~i /sin*Ä;(aj — a) , Ä* Q* coB*kx 

k^Qcoakxcoaka 



2»8inA:(a; — a) 

gesetzt wird. Die Bedingungsgleichung für die Lage der Maxima 
und Minima von L^ ist dieselbe wie für die von J^, Die aus- 
gezeichneten Werte der Verdichtung fallen also mit denen der Ge- 
schwindigkeit zusammen, aber in der Weise, daß örtliches Maxi- 
mum der Verdichtung auf Minimum der Geschwindigkeit föUt und 
umgekehrt^). 

1) Dabei ist zu beachten, daß die Röhre hier auf Seite der ne- 

fativen x liegt, so daß also — x eine positive Größe, a — x also die 
umme zweier positiven Größen ist. 

2) Nach Anmerkung 34 in der Ostwaldschen Klassikerausgabe 
der Uelmholtzschen Abhandlung folgt diese Reziprozität am einfach- 
sten daraus, daß der Wert der Summe c*L*-\'J* von x unabhängig 
ist, so daß, wenn J in dieser Summe ein Minimum ist, L ein Maxi- 
mum sein muß usw. 

Kalähne: Akaatik II. 16 
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An den Oi-ten der Maxima (Bäuche) ist ig r = 0, oder eigent- 
lich nur verschwindend klein, also wird dort r'= Otc. An den 
Orten der Minima (Knoten) ist tg r'== oo, da dort sin k(x'—a) = 
ist, also wird dort r' = (a + ^)7t. Auch hier liegen die Phasen 
um eine Yiertelschwingung auseinander. Man kann nun auch die 
Wert«, welche Verdichtung und Geschwindigkeit an diesen Bauch- 
bezw. Knotenstellen haben, hinschreiben: 

s =-= H T- sin 2 TtNt, 



(33) 



(33 a) 



Knoten von u 
Bauch von s 

Bauch von u 
Knoten von s 



. ÄQk* cos kcc . „ --., 
\X = ± ^ o sin 271;.^^, 

5 == + —^ r cos 2 7t Nt, 

-^ 27CC ' 

tt="+ 1 — cos 27tNt. 



An diesen ausgezeichneten Stellen haben also Verdichtung 5, 
sowie Druck p und Geschwindigkeit u gleiche Phase; ihre Maxima 
fallen zeitlich zusammen und ebenso ihre Minima. Diese Phasen- 
gleichheit besteht aber nur für die Bauch- und KnotenstelleD. An 
allen zwischenliegenden Punkten, wo weder sinÄ;(a; — a) noch 
cosÄ;(a; — a) nahezu Null sind, sind sowohl tgr als auch tgr' beide 
sehr kleine Größen, und es wird deshalb dort nahezu 

(34) s = Lsm27tNt, n^Jcos27tNt, 

wobei die allgemeinen Werte von L und / nach Gl. (32) und 
(26) einzusetzen sind. An allen diesen Zwischenpunkten sind also 
die zeitlichen Maxima von Verdichtung s (bezw. Druck p) und 
Geschwindigkeit u um nahezu eine Viertelschwingung auseinander. 

75. Bewegungszustand und Form der Wellen in der 
Bohre. Die Bewegung ist ziemlich kompliziert. Zu ihrer genaueren 
Feststellung muß man den zeitlichen Verlauf betrachten. Bisher 
sind nur die Stellen bestimmt worden, wo die größten und klein- 
sten überhaupt vorkommenden Verschiebungen und Geschwindig- 
keiten, sowie Dichteänderungen stattfinden, die Bäuche und Knoten; 
und die absolute Größe dieser Maximal- und Minimalwerte ist in 
den Gleichungen (29) und (30) für die Geschwindigkeit angegeben. 
Aus (33) und (33 a) sind diese Werte ebenfalls sofort zu ent- 
nehmen, auch für die Dichteänderung; es sind einfach die Ampli- 
tuden der dort stehenden Sinus- und Kosinusfunktionen der Zeit. 
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Man darf nun aber nicht annehmen, daß zu allen Zeiten an 
den Bäuchen die Bewegung größer, an den Knoten kleiner ist als 
an allen anderen Stellen. So ist es zwar bei den stehenden ebenen 
Schwingungen der elementaren Theorie, aber bei der hier vor- 
liegenden Bewegung trifft dies nicht zu. Bildet man Momentbilder 
der Schwingungen zu verschiedenen Zeiten, so liegen die Maxim a 
der Bewegung und die Minima keineswegs immer an den Bauch- 
und Knotenstellen, sondern auch an Stellen dazwischen. Die Maxima 
der Verschiebung und Geschwindigkeit, und zwischen ihnen die 
Minima, gleiten als Welle die Bohre entlang; zu gewissen Zeiten 
treffen sie dabei an den Bauch- bezw. Knotenstellen ein. Und es 
zeigt sich nun, daß sich ihre absoluten Werte beim Vorwärts- 
schreiten ändern. Immer wenn ein Maximum an einen Bauch 
kommt, nimmt es besonders hohen Wert an; ein Minimum nimmt 
besonders kleinen Wert an, wenn es an einen Knoten gelangt. Das 
Entsprechende gilt für die Maxima und Minima der Verdichtung. 

Dieses Verhalten ergibt sich aus der Form des Potentials für 
das ßohrinnere. Die Schwingungsfigur zu irgend einer Zeit ist die 

d^ 
Kurve, welche die Geschwindigkeit u = -«— als Funktion von x zu 

o oc 

dieser Zeit darstellt. Sie ist nach (25) in Nr. 74 zu konstruieren. 

Die Lage der Maxima und Minima dieser Kurve ergibt sich durch 

Auflösung der Gleichung ^— ^ == nach x. Statt dessen kann man 

die Gleichung ^=0 benutzen und nach x auflösen; denn in diesem 

Gebiete der ebenen Wellen gilt ja die Gleichung -^—j- -|- A;^ ^ = . 

G X 

Man hat also die rechte Seite von (4 a) in Nr. 71 gleich Null zu 
setzen und erhält die Gleichung 

Ä 

(35) -jT cos 2 7t Nt sin kx + (B cos 2 7t Nt -f 83 sin 2 jtNt) cos kx = . 

Daraus folgt für die momentane Lage x der Extremwerte die 
Gleichung 

(35 a) igkx=^tgka + ^tg27tNt, 

wenn man die Werte für B und 85 nach Gl. (22) und (21) in 
Nr. 73 einsetzt. Mit Rücksicht darauf, daß l^Q und ka kleine 
Größen sind, ergibt sich hiernach folgendes Verhalten. Für ^ = 
geht (35 a) über in 

(36) tgÄ;a; = tgÄ;a , 

16* 



2L8 
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Zur Zeit < ~ liegen also die Extremwerte der Geschwindig- 
keit u da, wo Jcx=^ka±a7t ist. Daraus ergibt sich speziell die 
Lage X der Maxima und ^Minima: 



(37) 



2CLn X 

Maxima Yon U bei iC=*a k~'^'^ — ^^ä» 

Minima von U bei x^a— - — ^,-^^=of— (2a + l)- 



fttr *«0, 




wobei a — 0, 1 ,• 2 ... ist. 

Diese Lösung der Gl. (36) ist natürlich ohne weiteres bekannt. 

Man kann sie graphisch erhalten, indem man die Kurven ty = tg fco; 

und %'»tgÄ:a als Funktionen 
der Abszisse x oder bequemer 
der Abszisse Äa; =■ 5 aufträgt. 
Die Abszissen der Schnittpunkte 
beider Kurven bezw. Kurven- 
scharen sind die gesuchten § 
J^bezw. X (Fig. 56). 

Wächst nun t von Null an 
zu einem anderen Wert, so bleibt 
die Konstruktion bestehen. Lis- 
besondere bleibt die Kurven- 
schar ty = tg § unverändert; nur 
die Kurve r^' ändert sich, sie bleibt 
aber eine Gerade und zwar Paral- 
lele zur $- Achse, deren Abstand 

von der ^-Achse mit wachsendem t erst langsam, später aber immer 

schneller wächst, bis ^=7^1 d. h. gleich einer Viertelschwingungs- 
dauer geworden ist. Dann ist ihre Entfernung = cx) . Bei diesem 
Emporsteigen der Geraden rf =^igka'{- '^tg27cNt verschieben 

sich ihre Schnittpunkte mit der Kurvenschar i] =« tg kx nach wach- 
sendem X hin und zwar alle gleich viel, so daß ihr gegenseitiger 

Abstand gewahrt bleibt (— wenn §, — wenn x Abszisse ist). Diese 

Verschiebung erfolgt anfangs sehr langsam, da k^Q sehr klein ist 
und tg27i;^^ bei kleinem t nur proportional t wächst, so daß die 

Gerade r{ anfangs nur langsam emporsteigt. Erst wenn t größer 

T 1 
als die Achtelperiode - = ^^ geworden ist, steigt die Gerade t{ 



Fig. 56. Graphische Lösung der Gleichung 

(36) besw. (35 ») cur Bestimmang der »ugen- 

blicklichen Lage der Maxima und Minima 

der Geschwindigkeit der Luftteilchen. 
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* = 



schneller und verschieben sich ihre Schnittpunkte mit t^ = tg Äa? 

T . , 

schneller vorwärts. Bei t^='— ist die Geschwindigkeit dieses Vor- 
rückens am größten. Sie wird dann wieder kleiner und in der 

T 

Gegend von — wieder sehr klein. Dann beginnt wieder dasselbe 

Spiel wie von < = an. Die Abszissen der Schnittpunkte der Kur- 
ven ri und rj' geben nun die momentane Lage der Extremwerte 
der Geschwindigkeit u bezw. der Verschiebung u der Luftschichten 
an. Die eben geschilderte Art des Vorrückens gilt also für die Be- 
wegung dieser Extremwerte (Maxima und Minima) in der Bohre. 
Eine ganz analoge Betrachtung zeigt, daß auch die Extremwerte 
der Verdichtung sich in dieser spninghaften Weise vorwärts be- 
wegen. Bei diesem Fort- 
schreiten ändert sich nun 
auch, wie schon bemerkt, 
die absolute Größe dieser 
ausgezeichneten Werte. 
Sie ist am größten wäh- 
rend des Stillstandes, am 
kleinsten während des 
schnellen Vorwärtseilens, 
wie man leicht erkennt, 
wenn man z. B. in (25) 
bezw. (25a) ^=0 oder 

T 1 
^=« — = -— - setzt. Man 

erhält dann den größten 

überhaupt möglichen 
Wert, den u annehmen 
kann. Das Entsprechende 
ist auch für Verdichtung 
und Druck nachweisbar. 
Übrigens ist die fortschrei- 
tende Bewegung von Ver- 
dichtung und Druck in 
der Phase um eine Viertel- 
periode gegen die Bewe- 
gung von Geschwindigkeit 
und VeiTückung der Teil- 
chen verschoben. 










2X 



2 ^ Y 

Fig. 57. 

Fortbewegung der Wellen in der Bohre ; A Wellen- 
länge, T Schwingnngsperiode, t ein gegen T kleines 
Zeitinteryall. Die Fortbewegung erfolgt haupt- 

T T 

fachlich in der kurzen Zeit von -r — t bif 7 + 1. 
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Bildlich läßt sich der Vorgang noch besser erläutern; er ist 
schematisch in Fig. 57 dargestellt. Der Vorgang ist derselbe, wie 
er auf einer Wasseroberfläche zu sehen sein würde, wenn die Wellen 
nicht gleichmäßig mit Beibehaltung ihrer Höhe fortschreiten, son- 
dern wenn sie sich plötzlich emporbäumen, eine Reihe von hohen 
Kämmen bildend, die längere Zeit nahezu bewegungslos an 
ihrem Orte verhaiTen; dann plötzlich auf geringere Höhe zusam- 
mensinken, dabei aber schnell um eine halbe Wellenlänge vorwärts 
eilen; an dem neuen Platz angekommen sich wieder bis zu voller 
Höhe emporbäumen und so daselbst einige Zeit verharren, bis das 
Spiel wieder weiter geht. Das ist das Bild, welches man sich nach 
der He Imholtz sehen Theorie von dem Bewegungszustand der 
Luft in einer mit der Außenluft kommunizierenden Bohre zu 
machen hat. Es weicht sehr erheblich von der gewöhnlichen Vor- 
stellung ab. 

76. Mündungskorrektion verschiedener Bohren. Trotz 
dieser Abweichung in der Bewegungsform, die darin ihren Grund 
hat, daß bei der offenen Bohre ein dauernder Energieaustausch 
mit der äußeren Atmosphäre stattfindet, sind die Eigenschaften, 
welche die Helmholtzsche Theorie für eine solche Röhre er- 
gibt, nur wenig von denen der elementaren Theorie verschieden. 
Der Hauptunterschied ist der, daß das erste Geschwindigkeits- 
maximum (Verdichtungsknoten) nicht in der Mündung liegt, son- 
dern um die Strecke a nach außerhalb verschoben ist, woraus sich 
eine scheinbare Längenänderung der Röhre (Vergrößerung der Länge 
um a) ergibt, die für die Berechnung der Wellenlänge und damit 
der Eigenschwingungszahl der Röhre als Pfeife in Betracht kommt. 
Diese Strecke a, die Mündungskorrektion, hängt übrigens 
außer von der Gestalt der Röhre noch von der Schwingungszahl 
ab, und hat deshalb für die verschiedenen Partialtöne einer Röhre 
verschiedene Werte. Die Berechnung der Werte von a für ver- 
schiedene Röhrenformen läßt sich ausführen, muß aber hier wegen 
Raummangel wegbleiben. Helmholtz hat dabei auch eine Röhren- 
form gefunden, für welche die Mündungskorrektion cc Null wird, 
wo also der erste Verdichtungsknoten tatsächlich in der Mündungs- 
ebene liegt. Diese Röhre ist an der Mündung schwach trompeten- 
artig erweitert. 

Ist B der Radius der Öffnung, B^ der Radius des zylindrischen 
Teiles der Röhre, so ergibt sich mit Vernachlässigung kleiner 
Größen die Mündungskorrektion 
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(38) a ^ ^ J-. 

Für eine rein zylindrische Röhre, bei der JK^— Ä ist, wird 
danach 

(39) a = '^ = 0,7854 Ä. 

Die Korrektion wird Null, der erste Schwingungsbauch liegt 
also in der Öffnung, wenn 

(40) i2 = Äi]/2 = 1,4142 i?i 

ist. Das liefert die trompetenartig erweiterte Mündungsform. 

Nach der Helmholtzschen Theorie läßt sich nun auch die 
Eesonanz der Röhre bei verschiedener Art der Schwingungserre- 
gung behandeln. Ein solcher Fall ist der, wo das innere Ende der 
Röhre durch eine bewegliche ebene Platte yerschlossen ist, die 
unter der Wirkung äußerer Kräfte erzwungene Schwingungen aus- 
führt und in der eingeschlossenen Luft ebene Wellen erzeugt. Er 
ist auch nach der elementaren Theorie zu behandeln. Der andere 
Fall dagegen, daß die Erregung durch einen von außen kommen- 
den Wellenzug erfolgt, ist für die elementare Theorie unzugäng- 
lich; auch der dritte Fall, bei dem die Erregung irgendwo im 
Innern der Röhre^ durch eine dort angebrachte Schallquelle erfolgt, 
läßt sich ebenfalls nach Helmholtz behandeln, wenn nur die Er- 
regung an einer solchen Stelle erfolgt, daß sich in der Tiefe der 
Röhre noch ebene Wellen ausbilden können. Alle drei Fälle führen 
übrigens zu demselben Ergebnis, daß die Resonanz ein Maxi- 
mum ist, wenn die Länge der Röhre vom unteren ge- 
schlossenen Ende an bis zu dem fiktiven oberen Ende 
bei a;=*a ein ungerades Vielfaches der Viertelwellenlänge 
des erregenden Tones ist. In allen drei Fällen liegt an dem 
unteren geschlossenen Ende ein Knoten der Geschwindigkeit (Bauch 
der Verdichtung), doch ist dies im ersten der drei Fälle nicht eine 
Stelle absoluter Ruhe, sondern nur eine solche geringster Bewe- 
gung. Ist die Röhrenlänge Z, so ist zur Berechnung der Wellen- 
länge der Eigenschwingung die reduzierte Länge 1+ a zn benutzen, 
im übrigen gelten die aus der elementaren Theorie her bekannten 
Beziehungen (vgl. Nr. 35 ff.). 
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Die gleiche Theorie läßt sich auf die als Resonatoren dienen- 
den kubischen Pfeifen anwenden, d. h. auf gasgefüllte Hohlräume, 
die nach allen drei Dimensionen annähernd gleich ausgedehnt sind 
und die durch eine oder mehrere kleine Offnungen in der Wand 
mit der Außen atmosphäre in Verbindung stehen. Raummangel 
verbietet hier die Darstellung dieser Anwendung, ebenso wie ein 
näheres Eingehen auf die etwas anders durchgeführte Besonatoren- 
theorie von Kirchhoff^) und von Lord ßayleigh.*) 



1) G. E i r c h h f f , Vorlesungen über mathematlBche Physik (Leipzig 
1883); L Bd. (Mechanik) 24. Vorl. 8. 334. 

2) Lord Rayleigh, Theory of Sound, Bd. II § 303 ff. 
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und fflr deren Weiterentwicklung in großen Zflgen zur Darstellung bringt. Das Werk ver- 
einigt eine Zahl erster Namen aus allen Gebieten der Wissenschaft und Praxis und bietet 
Darstellungen der einzelnen Gebiete jeweils aus der Feder des dazu Berufensten in ge- 
meinverständlicher, kflnstlerisch gewählter Sprache auf knappstem Räume, 
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I. Die Newtonsohe Meohanlk. Von E. Wie- 
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II. Akustik. Von F. Auerbach. 

III. warme. 

1. Thermometrie. Von E. Warburg. 
2 Kalorimetrie. Von L. Holborn. 

3. Natur der Wärme, Thermodynamik. Von 
F. Henning. 

4. i^echanische und thermische Eigenschaf- 
ten der iMaterie in den drei Aggregat- 
zustanden. Von L. Holborn. 
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Beratur. Von L. Holborn, 
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F. Richarz. (Von F. Richarz. 
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Von F. Richarz. 
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12. Ober die Schwingungen gekoppelter Sy- 
steme. Von M. Wien. 

13. Elektrisches Leitungsvermögen. Von H. 
Starke. 
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a) Kathodenstrahlen. Von W. Kauf- 
mann. 

1. Altere beschreibende Richtung 
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2. Neuere Richtung, fußend auf quan- 
titativen Bestimmungen. 

b) Positive Strahlen. Von RGehrcke, 
0. Reichenheim. 

15. Röntgenstrahlen. Von W. Kaufmann. 

16. Radioaktivität. Von J. Elster u. H. Gel- 
tet, B. V. Schweidler, St. Meyer. 

V. Optik. 

1. Neuere Fortschritte der geometrischen 
Optik (Abbe). Von 0. Lummer. 

2. Entwicklung der Wellenlehre des Lichts. 
Von 0. Wiener. 

3. Spektralanalyse. VonF. Exner. 

a) Altere Entwicklung, ausgehend von 
Kirchhoff und Bunsen. 
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c) Struktur der SpektraUinien. Von E. 
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1. Über das Verhältnis der Präzisionsmes- 
sungen zu den al^emeinen Zielen der 
Physik. Von E. Warburg. 

2. Prinzip der Erhaltung der Energie und 
der Vermehrung der cntropie, angewandt 
auf die verschiedenen Gebiete der Physik. 
Von F. Hasenöhrl. 

3. Prinzip der kleinsten Wirkgung. Von M. 
Planck. 

4. Die Relativitätstheorie. Von A.Einstein. 

5. Phänomenologische u. atomistische Be- 
trachtungsweise. Von W. Voigt. 

6. Verhältnis der Theorien zueinander. Von 
M. Planck. 
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